
１．緒  論

 　二次元リボン結び目とは四次元ユークリッド空間にお

いて m 個の二次元球面を m － 1 個の二次元円環領域で繋

ぐ事により構成される二次元球面である。自明でない二次

元球面として二次元リボン結び目が発見されて以来、ひと

つの二次元リボン結び目を構成するためにどんな方法が

あるか、更に本質的に何種類の方法があるのか、という問

題に関心がもたれてきた。　　　　　　　　　

　この問題の解決に迫る一つの方法として二次元リボン

結び目 K ２の最小交差数を決定するという方法がある。こ

こで最小交差数とは以下のように決められる二次元リボ

ン結び目の不変量である。

　K ２を構成するための、自明な二次元絡み目と二次元円

環領域との対のことを K ２ のリボン表示という。リボン表

示　ℛ　において、これを構成する円環領域が自明な二次

元絡み目と交差する回数の総数のことを　ℛ　のリボン交

差数といい、cr (ℛ ) で表す。ここで K ２のすべてのリボン

表示を考えたとき、そのリボン交差数の最小数が K ２の最

小交差数である。これは cr ( K ２) で表される。

　二次元リボン結び目に関する最小交差数の概念は［１］ 
において初めて導入された。その後［７］では最小交差数

を評価する方法のひとつが導入され、トーラス結び目のス

パン結び目として構成される二次元リボン結び目はすべ

て最小交差数が決定された。また最小交差数を基準とした

二次元リボン結び目の分類問題に関して言えば、［１］に

おいて、最小交差数が３以下の二次元リボン結び目がす

べて決定され、総数は 17 個であることが示された。また、

それらの最小交差数を実現するリボン表示も示されてい

る。［２］、［３］、では最小交差数が４の二次元リボン結び

目のうち，２ベースリボン表示と３ベースリボン表示が最

小交差数４を実現するもの、即ち「２個の二次元球面を１

個の二次元円環領域で繋ぐ事により構成されるリボン表

示が最小交差数４を実現するもの」と、「３個の二次元球

面を２個の二次元円環領域で繋ぐ事により構成されるリ

ボン表示が最小交差数４を実現するもの」がそれぞれ高々

10 個と 47 個であることが示された。［４］ では、それらを

除き、４ベースリボン表示が最小交差数４を実現するも

の、即ち「４個の二次元球面を３個の二次元円環領域で繋

ぐ事により構成されるリボン表示が交差数４を実現する
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もの」が高々 35 個であることが示されている。［５］ では、

以上の 92 個を除き５ベースリボン表示が最小交差数４を

実現するもの、即ち「５個の二次元球面を４個の二次元円

環領域で繋ぐ事により構成されるリボン表示が交差数４

を実現するもの」が高々 21 個あることが示された。そし

て、以上のことから最小交差数４ の二次元リボン結び目

は高々 113 個であることが結論される。ここで［４］の最

初の二次元リボン結び目への番号付を 58 とするところを

57 と誤ったことにより［５］の最後の二次元リボン結び

目の番号が112になっていることに注意する。その後、［６］ 
において welded arcs を調べる方法で最小交差数４の二次

元リボン結び目が調べられ、新たに６個の存在することが

指摘された。その検証を行った結果、更に２個の存在が判

明したので今回これら計８個の二次元リボン結び目の存

在について報告する。これらはすべて４ベースリボン表示

が最小交差数を実現するものである。従って、最小交差数

４をもつ二次元リボン結び目は高々 121 個であることが結

論される。

　本論文では次のことを示す。

補題　最小交差数４の二次元リボン結び目のうち４ベ

ースリボン表示が最小交差数を実現するものは、［２］、

［３］、に掲載されたものを除けば、高々 43 個である。

　　

　これにより、次のことが結論される。

定理　最小交差数が 4 の二次元リボン結び目の総数は

高々 121 個である。

２．準   備

２.１ 定義（［１］）

{ D3
μ ｜ μ = 1, 2, ･･･, m｝を互いに交わらない四次元ユー

クリッド空間 R4
内の三次元球体の族とする。また、∂D3

μ 
= O2

μ とおく。

一方、f rirjr：D2
× I →　R4

（  r = 1, 2, ･･･,  m－1 ;  i r ,  jr= 1, 2, ･･･, m） 
を、像が互いに交わらない埋め込みの族とし、かつ、

次の性質（１）、（２）を満たすものとする。但し D2
は

二次元球体、 I ＝ [0,1] である。

（１）f rirjr（D2
× I ）∩ O2

μ=　　f rirjr（D2
×{0}）（ir=μ）

                 　　　　　   　   { f rirjr（D2
×{1}） （jr=μ）

　　 　φ　　　　（その他）

（２） （∪m-1
 r =1 f rirjr（D2

× I ）） ∩（∪m
μ =1O2

μ）は連結。

　ここで K2
を二次元球面

（∪m
μ =1 O2

μ）∪（∪m-1
 r =1 f rirjr（D2

× I ）　）－ T
○

とする。但し

T =∪m-1
 r =1 f rirjr（D2

× I ）であり T
○

 は T の内部を表す。

この時、 K2
のことを二次元リボン結び目と呼ぶ。

２. ２　定義（[1]）       
　ℴ =∪m

μ =1D2
μ ，ℬ =∪m-1

 r =1 f rirjr（D2
× I ）

とおくとき（ ℴ ，ℬ ）のことを二次元リボン結び目 K2 に
対するｍベースリボン表示（或いは単にリボン表示）と

呼ぶ。また ℴ をベース、 ℬ をバンドと呼ぶ。更に、二次元

リボン結び目 K2
に対するすべてのリボン表示を考えた上

でのベース数の最小数のことを K2
のベース指数と呼び

b （K2
）で表す。このとき K2

は b （K2
）ベース二次元リボ

ン結び目であるという。

２. ３　定義（[1]）

ℓr = f rirjr（{0} × I ）   （ r = 1, 2, ･･･, m－1 ） とおく。但し、

｛0｝は D2
の中心点である。ここで各 ℓr は ℴ に有限個の点

で垂直に交わるとしてよい。これらの点を各 ℓr の方向に

従って a r1，a r2，…，a rsr とし（ ℴ ，ℬ ）のリボン交差と呼ぶ。

但し各 ℓr の方向が O2
i から O2

j へ向かう方向とする。この

時 
n =

m

Σ
r=1

s r をリボン表示のリボン交差数と呼び、（ ℴ，ℬ ） 
は n 交差リボン表示であるという。そうして K2

に対する

総てのリボン表示を考えた上でのリボン交差の最小数の

ことを K2
の最小交差数（或いは単に交差数）と呼び cr（K2

） 
で表す。

２.４　定義

a r1，a r2，…，a rsr に対応して、s r 個の文字からなる語 w r 

をつくる。つくり方は ℓr が D3
μ に点 a rv（ v = 1，2, … ，s r ）

で正の側から交わるとき、w r の v 番目の文字を x μ 、負の

側から交わるときは同様 x-1
μ とする。このようにしてつく

られた語 w 1，w 2 ，…，wm－1 を利用して K2
の結び目群 π 1（R4

－ K2
）の群表示を次の様に構成できる。

（＊1）  [ x μ；μ = 1,2, …, m ｜ x i w r x
-1

j　w-1
r  ;          

r = 1, 2, …，m－1 ]
但し各 x μ は O2

μ のメリディアン生成元とする（［8］）。以

上の様な構成法でリボン表示 （ ℴ ， ℬ ） から得られた群表示

（＊1）のことを  （ ℴ ，ℬ ） に関連したリボン群表示と呼ぶ。

また各 w r のことをこのリボン群表示の語と呼ぶ。一方、

リボン群表示（＊1）からは、逆の手順でリボン表示 （ ℴ　， 
ℬ ）を定められるので  （ ℴ ， ℬ ） のことをリボン群表示（＊1）

に関連したリボン表示と呼ぶ。

３．補題の証明

　最小交差数４のリボン結び目のうち、２ベースリボン表

示と３ベースリボン表示が最小交差数４を実現するもの

を除いた上で、４ベースリボン表示が最小交差数４を実現

するものが［4］で 35 個列挙されている。あと、８個を以

下にあげる。

　次のリボン群表示 G ｊに関連したリボン表示を ℛ ｊと

する。

G ｊ = ［ｘ１，ｘ２ , ｘ３, ｘ４｜ｘ１ w ｊ１ x -1
 ２  w-1

ｊ１ ，
　　　　　　　　　　　　  ｘ１ w ｊ２ x -1 ３ w-1

ｊ２  ，
　　　　　　　　　　　　  ｘ１ w ｊ３ x -1 ４ w-1

ｊ３　］ 
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ここで ｗｊ１，ｗｊ２,　ｗｊ３、は８種の文字

ｘ１, ｘ－１
１，ｘ２，ｘ２

－１，ｘ３，ｘ３
－１, ｘ４，ｘ４

－１，　の

いずれかでつくられる各々 2文字、１文字、１文字、の語

である。ここで８個の文字の優先順位はこの順であるとす

る。ｗｊ１, ｗｊ２ , ｗｊ３, を繋げた４文字の語を辞書式順序

ですべて並べ , ［1］，［2］, ［3］, ［4］ において列挙されたリ

ボン表示と同じ二次元リボン結び目を表すリボン表示を

省くと、下記の 8個が残る。ここにおいて上記の緒論で述

べた誤りを正すため、［4］の最初の語ｗ５７をｗ５８に書き

改め、［4］、［5］、の語の番号を１ずつ後ろにずらす番号付

をしていくと［5］の最後の語がｗ１１３になることに注意

する。今回新たに付け加わる 8個は、つぎの語を関係子と

するリボン群表示に関連するリボン表示をもつ二次元リ

ボン結び目である。

　　ｗ１１４　=　　ｘ 4 ｘ 3　，　ｘ 1　，　ｘ 2 
　　ｗ１１５　=　　ｘ 4 ｘ 3　，　ｘ 1　，　ｘ 2

－１

　　ｗ１１６　=　　ｘ 4 ｘ 3　，　ｘ 1
－１　，ｘ 2

　　ｗ１１７　=　　ｘ 4 ｘ 3　，　ｘ 1
－１　，ｘ 2

－１ 
　　ｗ１１８　=　　ｘ 4

－１ｘ 3　，ｘ 1
－１　，　ｘ 2

－１

　　ｗ１１９　=　　ｘ 4
－１ｘ 3

－１　，ｘ 1　，ｘ 2

　　ｗ１２０　=　　ｘ 4
－１ｘ 3

－１　，ｘ 1　，　ｘ 2
－１ 

　　ｗ１２１　=　　ｘ 4
－１ｘ 3

－１　，ｘ 1
－１，ｘ 2

－１

ここで、各Ｇｊ  に対して［7］における二次元リボン結び

目のアレキサンダー多項式計算法を適用すると容易にリ

ボン表示  ℛｊ の実現する二次元リボン結び目のアレキサン

ダー多項式Δｊ（mod ±ｔα）が次のように求まる。

　　Δ１１４　=　－１＋２ｔ－３ｔ２　＋２ｔ３　－ｔ４

　　Δ１１５　=　－３＋４ｔ－２ｔ２

　　Δ１１６　=　　１－３ｔ＋２ｔ２－２ｔ３＋ｔ４

　　Δ１１７　=　－１＋２ｔ－４ｔ２＋２ｔ３

　　Δ１１８　=　　２－４ｔ＋２ｔ２－ｔ３

　　Δ１１９　=　　１－２ｔ＋２ｔ２－３ｔ３＋ｔ４

　　Δ１２０　=　－２＋４ｔ－３ｔ２

　　Δ１２１　=　－１＋２ｔ－３ｔ２＋２ｔ３－ｔ４

但し ℛ１１４ と ℛ１２１ ，ℛ１１５ と ℛ１２０，ℛ１１６と ℛ１１９，　ℛ

１１７と ℛ１１８はそれぞれ互いに鏡像の関係にある。　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証了）
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