
0． 緒 論

二次元リボン結び目の対称性については、以下のよう

なことが知られている。まず、四次元ユークリッド空間

においては、ある三次元ユークリッド空間に対して対称

な位置における( [5]）。次に(－)もろて型である( [5]）。従

って、二次元リボン結び目に関しては、可逆的であるこ

とと、(＋)もろて型であることが、同義となる。そこで、

(＋)もろて型に関してであるが、(＋)もろて型でない、即

ち可逆でない二次元リボン結び目は任意有限個存在す

る( [5]）。一方、任意の一次元結び目はArtinの構成法に

より、そのスパン結び目が構成される。スパン結び目は

二次元リボン結び目であるが、すべて(＋)もろて型であ

る( [6] , [7]）。

一方、一次元結び目の対称性について、テイトの予想

と呼ばれる一連の予想があり、第一予想と第二予想につ

いては解決された( [3, p.200], [4] )。その系として最小交

点数が奇数である一次元交代結び目は決してもろて型

になれない、という事実がある。しかし、これが一般の

一次元結び目について成立するかどうかは長らく未解

決であった。

ここでは一次元結び目の最小交点数の概念の、二次元

リボン結び目への拡張概念である最小交差数に関して、

同じ問題を考察する。即ち、最小交差数が奇数である二

次元リボン結び目が決してもろて型になれない、という

事実が成立するかどうかを考察する。これに関し本論文

では、次のことを主張し、その証明を行なう。

定理 最小交差数が奇数であるような(＋)もろて型の二

次元リボン結び目が存在する。

1． 準 備

1．1 定　義

｛ D 33
µ | µ＝ 1, 2, …, m } を互いに交わらない四次元ユー

クリッド空間 R4 内の三次元球体の族とする。また、

∂D 3
µ＝D 2

µとおく。一方、f r

irjr
: D 2×I → R4 ( r = 1, 2, …,

m－1 ; i
r
,  j

r
= 1, 2, ･･･, m) を、像が互いに交わらない

埋め込みの族とし、かつ、次の性質(1)、（2）を満たすも

のとする。但しD 2は二次元球体、I ＝ [ 0, 1 ] である。

（1）f r

irjr
(D 2×I )∩O2

µ = f r

irjr
(D 2×{0})（ i

r
= µ）

f r

irjr
(D 2×{1})（ j

r
= µ）

φ（その他）

（2）
m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(D 2×I ) ∪ ( 

m

∪
µ = 1

O2
µ) は連結。

ここで K2を二次元球面

( 
m

∪
µ = 1

O2
µ) ∪ (

m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(∂D 2×I )－T°
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二次元リボン結び目の性質の記述には、一次元結び目の概念の拡張概念を用いることができる。最小交差

数もその一つである([1], [2])。これは一次元結び目の古典的不変量である最小交点数の自然な拡張となってい

る。一方、一次元結び目の局所問題の代表的なものとして、結び目k1とその鏡像 (k1)*とが同値であるかどうか

を判定する問題がある。同値であるとき、k1はもろて型であるというが、最小交点数が奇数である一次元交代

結び目は決してもろて型になれないという事実が知られている([3], [4])。ところが、一般の一次元結び目に対

してこの定理が成立するかという問題は長らく未解決であった。本論文ではこれに関する二次元リボン結び

目への拡張問題を考察する。結果として、最小交差数が奇数である二次元リボン結び目の中には、もろて型の

ものが存在するという事実を得る。

{



とする。但し T =
m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(D 2×∂I )でありT°は T の内部を

表す。この時、K2のことを二次元リボン結び目と呼ぶ。

1．2 定　義

O =  
m

∪
µ = 1

D 3
µ , B = 

m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(D 2×I )とおくとき

( O, B ) のことを二次元リボン結び目K2に対するmベー

スリボン表示 (或いは単にリボン表示 ) と呼ぶ。また

Oをベース、Bをバンドと呼ぶ。更に、二次元リボン結

び目K2に対するすべてのリボン表示を考えた上でのベ

ース数の最小数のことをK2のベース指数と呼び b (K2)

で表す。このときK2は b (K2) ベース二次元リボン結び

目であるという。

1．3 定　義

l
r
= f r

irjr
( {0}×I ) ( r = 1, 2, ･･･, m－1 ) とおく。但し、{0}

はD 2の中心点である。ここで各 l
r
が O に有限個の点で

垂直に交わるとしてよい。これらの点を各 l
r
の方向に従

って a
r1

, a
r2

, ･･･, a
rsr
とし ( O, B ) のリボン交差と呼ぶ。

但し各 l
r
の方向が O

ir

2 から O
jr

2 へ向かう方向とする。こ

の時 n = 
m－1

Σ
r = 1

s
r
をリボン表示 ( O, B ) のリボン交差数と

呼び、 ( O, B ) は n 交差リボン表示であるという。そ

うしてK2に対する総てのリボン表示を考えた上でのリ

ボン交差の最小数のことをK2の最小交差数 ( 或いは単に

交差数 ) と呼び cr (K2)で表す。

1．4 定　義

a
r1

, a
r2

, ･･･, a
rsr
に対応して、s

r
個の文字からなる語 w

r

をつくる。つくり方は l
r
がD 3

µに点 a
rv
( v = 1, 2, ･･･, s

r
)

で正の側から交わるとき、w
r
の v 番目の文字を x

µ
、負

の側から交わるときは同様 x
µ

-1とするものとする。つく

られた語 w
1
, w

2
, … , w

m－1
を利用してK2の結び目群

π
1

( R4－K2 ) の群表示を次の様に構成できる。

( 1. 5 ) [ x
µ
: µ = 1, 2, …, m | x

ir
w

r
x-1

jr
w

r 
;

r = 1, 2, ･･･, m－1  ]

但し各 x
µ
は O2

µ のメリディアン生成元とする ( [8] )。以上

の様な構成法でリボン表示 ( O, B ) から得られた群表

示 ( 1. 5 ) のことを ( O, B ) に関連したリボン群表示と

呼ぶ。また各w
r
のことをこのリボン表示の語と呼ぶ。

一方、リボン群表示 ( 1. 5 ) からは、逆の手順でリボン

表示 ( O, B ) を定められるので ( O, B ) のことをリボ

ン群表示 ( 1. 5 ) に関連したリボン表示と呼ぶ。

1．6 定　義

R
+
3を R4内において x

4
= 0, x

3
≧ 0 によって定義され

る R3の上半空間とし、R
－
3を R4内においてx

4
= 0, x

3
≦ 0に

よって定義される R4の下半空間とする。ここでR
+
3を方

程式、x
1
' = x

1
, x

2
' = x

2
, x

3
' = x

3
cosθ－x

4
sinθ, x

4
' =

x
3
sinθ+ x

4
cosθに従って回転させる。この時 R2をx

3
=

x
4

= 0 と定めれば R
+
3 は R2について回転することにな

る。今、R3内の一次元結び目 k 1を k 1 ∩ R
－
3がプロパーに

埋め込まれた自明な弧であるように置いておく。この

時、k 1 ∩ R
+
3 を上述の回転の方程式に従って回転させた

時に構成される二次元結び目を k1 のスパン結び目と呼

び、spun( k 1 ) で表す ( [5], [9], [10] )。

1. 7 定　義

二次元リボン結び目 K2 に対しその鏡像を ( K2 )*とし、

結び目に入れられた方向を逆転したものを－K2 とする

とき K2～( K2 )*ならば K2 は(＋)もろて型であるといい、

K2 ～－( K2 )*ならば(－)もろて型であるという。またK2

～－K2 ならば可逆的であるという。

1. 8 定　義

リボン表示 ( O, B ) に関連したリボン群表示を G と

する。ベースの各成分に対応する G の生成元 x
1
, x

2
, …,

x
m
の名前の適当な入換えや、バンド各成分の方向逆転を

適当に行なってそれに対応するリボン群表示 G' をつく

る。その上で G'の語を構成する文字 x
i
を一斉に x

i

-1 に

するという操作でリボン群表示 G" をつくる。

以上の構成で新たにつくられるリボン群表示G"をG

と同一にできるとき、Gは(＋)もろて型リボン群表示で

あるという。また、(＋)もろて型リボン群表示に関連し

たリボン表示のことを(＋)もろて型リボン表示という。

2. 定理の証明

(＋)もろて型の定義 ( 1. 7 )と (＋)もろて型リボン群表

示の定義（1. 8）により次のことはすぐ分かる。

2. 1 補　題

(＋)もろて型リボン群表示に関連したリボン表示をも

つ二次元リボン結び目は (＋)もろて型である。

一方、3
5
二次元リボン結び目([1])は次のリボン群表示G

35

に関連したリボン表示 ( O, B )
35
をもつ。

G
35

= [ x
1
, x

2
, x

3
| x

1
x

3
x

1
-1 x

2
-1 x

1
x

3
-1 , x

1
x

2
x

3
-1 x

2
-1 ]

これを利用すると、次の事実が分かる。

2. 2 補　題

3
5
二次元リボン結び目は、(＋)もろて型リボン群表示

に関連したリボン表示をもつ。

(証明)  ( O, B )
35
に二回の安定同値変形( [11] )を施すこと

奈良工業高等専門学校　研究紀要　第38号（2002）98



により、下記のリボン群表示 G
1
に関連したリボン表示

( O
1
, B

1
) を得る。この安定同値変形をそれらに対応す

るリボン群表示の同型変形で示すと、

G
35

=～ [ x
1
, x

2
, x

3
| x

1
x

2
-1 x

1
x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
x

2
-1 x

1
-1 x

2 
,

x
1 
x

2 
x

3
-1 x

2
-1 ]

=～ [ x
1
, x

2
| x

1
x

2
-1 x

1
x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
x

2
-1 x

1
-1 x

2
]

= G
1

ところが、G
1
は(＋)もろて型リボン群表示である。以下

にそれを示す。

( O
1
, B

1
) の二つのベースに対応する生成元の名前を入

換えて次のリボン表示を得る。

G
2

= [ x
2
, x

1
| x

2
x

1
-1 x

2
x

1
x

2
-1 x

1
-1 x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
]

これに関連したリボン表示を ( O
2
, B

2
) とする。( O

2
, B

2
)

のバンドの方向を逆にすると、次のリボン群表示に関連

したリボン表示を得る。

G
3

= [ x
1
, x

2
| x

1
x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
x

2
-1 x

1
-1 x

2
x

1
x

2
-1 ]

G
3
の語 x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
において x

1
と x

1
-1、x

2
と x

2
-1 を各々入

換えたリボン群表示は次のようになる。

G
4

= [ x
1
, x

2
| x

1
x

2
-1 x

1
x

2
x

1
-1 x

2
-1 x

1
x

2
-1 x

1
-1 x

2
]

これは G
1
と同一のリボン群表示である。 （証了）

2. 3 定理の証明

3
5
二次元リボン結び目は [1] より、最小交差数が 3で

あり、かつ、補題 ( 2. 1, 2. 2 )より、(＋)もろて型である。

よって定理の主張は正しい。 (証了)

2. 4 系

3
5
～ spun ( 4

1
) .

(証明)  4
1
結び目（[12]）の正則表示としてSchubertの標

準形（[13, ｐ.36]）をとる。それから定義 ( 1. 6 ) の方法

で自然に構成されるspun ( 4
1
)のリボン表示は、[14]によ

ればリボン群表示G
1
に関連したリボン表示と一致して

いる。 よって、補題 ( 2. 2 ) の証明より3
5
二次元リボン

結び目とspun ( 4
1
)とは同じリボン表示をもつ。 (証了)

従って、次のことが直ちに分かる。

2. 5 系

cr（ spun ( 4
1
)）＝ 3．

3. (＋)もろて型リボン表示と最小交差数

補題 ( 2. 2 ) では、最小交差数が 3 の二次元リボン結

び目に対し、最小交差数を実現する 3 ベースリボン表

示から (ベース数を 2 にして) リボン交差数を 4 に「上

げる」ことで、(＋)もろて型リボン表示を得た。

一方、[15]においては、ベース数が 2 でリボン交差数

が14のリボン表示に対し、(ベース数を 5 にして )リボ

ン交差数を 4 に「下げる」ことで、(＋)もろて型リボン

表示を得ている。そうして、それは、最小交差数を実現

するリボン表示でもあった。
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