
§1  ワ－ド

[1] と同様にワ－ドを定義する．

[ 定義 1 ] (ワ－ドの定義)

(1) 定数 0, 1 はワ－ドである．

(2) 変数 p
1
, p

2
, . . . , p

n 
, . . . はワ－ドである．

(3) x と y がワ－ドのとき x ∧ y,  x ∨ y, x' はワ－ドである．

(4) 以上の (1), (2), (3) によって構成された記号列のみがワ－ドである．

ワ－ド全体の集合を A とし, 代数系 A = ( A ; ∧ , ∨ , ' , 0 , 1 ) を考える．

§2   OM

[1] と同じ方法でオーソモジュラー束を定義する．

[ 定義 2 ] ( OMの定義 )

A の任意の元 x , y , z に対して, 次の F1 ～ F10°が成り立つとき, 代数系 A をオーソモジュラー束 ( orthomodular

lattice, OM ) とよぶ．

F 1 x ∧ 0 = 0 F 1° x ∨ 1 = 1

F 2 x ∧ 1 = x F 2° x ∨ 0 = x

F 3 x ∧ x = x F 3° x ∨ x = x
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2つの2項演算∧, ∨をもつ代数系で交換律と結合律と吸収律が成り立つものが束 ( lattice) である. 最小元 0

と最大元1をもつ束を有界束 ( bounded lattice) という. 有界束が 1 項演算 ' をもち x ∧ x' = 0 と x ＜＿ y' ⇒

y ＜＿ x' を満たすとき, 擬補束 ( pseudo-complemented lattice) という．擬補束がさらに x" = x を満たすとき,

直交束 ( ortholattice) という．束では x ∧ ( y ∨ z ) ＞＿ ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) は成り立つが, 逆が成り立たない

から一般には分配律 x ∧ ( y ∨ z ) = ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) は成り立たない ([4])．そこで y, z のうち 1つが

＜＿ x, 他方が ＜＿ x' を満たすときだけ分配律が成り立つとする．つまり, 分配律を弱めた形のモジュラー律 z ＜＿

x かつ y ＜＿ x' ⇒ x ∧ ( y ∨ z ) = ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) を考える．直交束がこのモジュラー律を満たすと

き, オーソモジュラー束 ( orthomodular lattice) という ([3])．直交束に演繹的に同値な, G. Gentzen の方法 ([2])

でのシ－ケント (式)による形式的体系は [7]で与えられている．また, オーソモジュラー束についても[5]で与え

られている．本論文では, [5]と異なる形で [1]と同じ方法によりオーソモジュラー束と演繹的に同値な，シ－ケ

ントによる形式的体系 GOM を考える．



F 4 x ∧ y = y ∧ x F 4° x ∨ y = y ∨ x

F 5 ( x ∧ y ) ∧ z = x ∧ ( y ∧ z ) F 5° ( x ∨ y ) ∨ z = x ∨ ( y ∨ z )

F 6 x ∧ ( x ∨ y ) = x F 6° x ∨ ( x ∧ y ) = x

F 7 x'' = x

F 8 ( x ∧ y )' = x' ∨ y' F 8° ( x ∨ y )' = x' ∧ y'

F 9 x ∧ x' = 0 F 9° x ∨ x' = 1

F 10 x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) = x ∧ y F 10°x ∨ ( x' ∧ ( x ∨ y )) = x ∨ y

[1] と同様に 2 項関係 ＜＿ を定義する．

[ 定義 3 ] (不等式の定義)

x , y を A の任意の元とする．x ∧ y = x が成り立つとき,  x ＜＿ y と書く．つまり,  x ＜＿ y は x ∧ y = x の略記である．

[ 注意 1 ] (F4) ～ (F6°) が成り立つとき, x ＜＿ y ⇔ x ∨ y = y が成り立つ．

( 証明 )

⇒ : x ＜＿ y とすると x ∧ y = x から y = y ∨ ( y ∧ x ) = y ∨ ( x ∧ y ) = y ∨ x = x ∨ y.

: x ∨ y = y とする． x = x ∧ ( x ∨ y ) = x ∧ y から x ＜＿ y． (証明終)

[1] と同様に, 次のことが成り立つ．

[ 注意 2 ] (F4) ～ (F6°) が成り立つとき, 次の (1), (2) が成り立つ．

(1) x ＜＿ y , u ＜＿ v ⇒ x ∧ u ＜＿ y ∧ v (∧についての単調性 )

(2) x ＜＿ y , u ＜＿ v ⇒ x ∨ u ＜＿ y ∨ v (∨についての単調性 )

( 証明 )

(1) : x ＜＿ y , u ＜＿ v とすると x ∧ y = x , u ∧ v = u で ( x ∧ u ) ∧ ( y ∧ v ) = ( x ∧ y ) ∧ ( u ∧ v ) = x ∧ u か

ら x ∧ u ＜＿ y ∧ v が成り立つ．

(2) : x ＜＿ y , u ＜＿ v とすると注意 1 より x ∨ y = y , u ∨ v = v で ( x ∨ u ) ∨ ( y ∨ v ) = ( x ∨ y ) ∨ ( u ∨ v )

= y ∨ v から x ∨ u ＜＿ y ∨ v が成り立つ． (証明終)

[1] と同じ方法で次の定理を示す．

[ 定理 1 ]

代数系 A が オーソモジュラー束 (OM) であり (つまり F1 ～ F 10°が成り立つ), かつ定義 3 により x ＜＿ y が定義され

る ⇔ A の任意の元 x ,  y ,  z に対して, 次の T 1 ～ T 11°が成り立つ．

T1 x ＜＿ x

T2 x ＜＿ y , y ＜＿ x ⇒ x = y

T3 x ＜＿ y , y ＜＿ z ⇒ x ＜＿ z

T4 x ＜＿ y ⇔ x ∨ y = y

T5 0 ＜＿ x T5° x ＜＿ 1

T6 x ∧ y ＜＿ x ,  x ∧ y ＜＿ y T6° x ＜＿ x ∨ y ,  y ＜＿ x ∨ y

T7 z ＜＿ x , z ＜＿ y ⇒ z ＜＿ x ∧ y T7° x ＜＿ z , y ＜＿ z  ⇒ x ∨ y ＜＿ z

T8 x ＜＿ y ⇔ y' ＜＿ x'

T9 x ＜＿ x"

T10 x ∧ x' ＜＿ y T10° y ＜＿ x ∨ x'

T11 x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ y T11° x ∨ ( x' ∧ ( x ∨ y )) ＞＿ y

( 証明 )

⇒ :

T1 : F3 と定義３から成り立つ．

T2 : x ＜＿ y,  y ＜＿ x とすると x ∧ y = x, y ∧ x = y より F 4 から x = y が成り立つ．

⇒
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T3 : x ＜＿ y,  y ＜＿ z とすると x = x ∧ y,  y = y ∧ z より x ∧ z = ( x ∧ y ) ∧ z = x ∧ ( y ∧ z ) = x ∧ y = x

から x ＜＿ z が成り立つ．

T4 : 注意１から成り立つ．

T5 : F1, F4 から成り立つ．

T5°: F2 から成り立つ．

T6 : ( x ∧ y ) ∧ x = ( x ∧ x ) ∧ y = x ∧ y より x ∧ y ＜＿ x が成り立つ．同様にして x ∧ y ＜＿ y も成り立つ．

T6°: F6 から x ＜＿ x ∨ y が成り立つ．y ∧ ( x ∨ y ) = y から y ＜＿ x ∨ y も成り立つ．

T7 : z ＜＿ x,  z ＜＿ y とすると z ∧ x = z,  z ∧ y = z より z ∧ ( x ∧ y ) = ( z ∧ x ) ∧ y = z ∧ y = z から z ＜＿

x ∧ y が成り立つ．

T7°: T7と双対にできる．

T8 : ⇒ : x ＜＿ y とすると x ∧ y = x.  ( x∧ y )' = x' より F8 から x' ∨ y' = x' で y' ＜＿ x' が成り立つ．

: y' ＜＿ x' とすると 上の ⇒ より x" ＜＿ y"．F7 から x ＜＿ y が成り立つ．

T9 : x ∧ x" = x ∧ x = x から成り立つ．

T10 : ( x ∧ x' ) ∧ y = 0 ∧ y = 0 = x ∧ x' から成り立つ．

T10°: T10 と双対にできる．

T11 : F10 より ( x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y ))) ∧ y = ( x ∧ y ) ∧ y = x ∧ y = x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) から成り立つ．

T11°: T11 と双対にできる．

:

(定義３) x ＜＿ y ⇔ x ∧ y = x であること : ⇒ について． x ＜＿ y とする． T1 とこれに T7 を使って x ＜＿ x ∧ y．

また T6 より x ∧ y ＜＿ x．よって T2 から x ∧ y = x が成り立つ．

について．x ∧ y = x とする．T6 の x ∧ y ＜＿ y に代入して x ＜＿ y が成り立つ．

F4 : T6 から x ∧ y ＜＿ y,  x ∧ y ＜＿ x であり, T7 を使うと x ∧ y ＜＿ y∧ x． 同様に y ∧ x ＜＿ x ∧ y であるから

T2より x ∧ y = y ∧ x が成り立つ．

F4°: F4 と 双対にできる．

F1 : F5 と定義 3 と F4 から成り立つ．

F1°: T5°と T4 から成り立つ．

F2 : T5°と定義 3 から成り立つ．

F2°: T5 と T4 と F4°から成り立つ．

F3 : T1 と定義３から成り立つ．

F3°: T1 と T4 から成り立つ．

F5 : T6 より ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ x ∧ y ＜＿ x,  y から ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ x ･･･ (1)． ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ y ･･･ (2)．

また T6 から ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ z ･･･ (3).  (2), (3) に T7 を使って ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ y ∧ z ･･･ (4). 

(1), (4) に T7 を使って ( x ∧ y ) ∧ z ＜＿ x ∧ ( y ∧ z )．同様にして x ∧ ( y ∧ z ) ＜＿ ( x ∧ y ) ∧ z．よって

T2 から ( x ∧ y ) ∧ z = x ∧ ( y ∧ z ) が成り立つ．

F5°: F5 と双対にできる．

F6 : T6°の x ＜＿ x ∨ y と定義 3 から成り立つ．

F6°: T6 の x ∧ y ＜＿ x と T4 より ( x ∧ y ) ∨ x = x であり, F4°から成り立つ．

F7 : T9 の x を x' にすると x' ＜＿ x''' であり, T8 の を使うと x" ＜＿ x．また T9 から x ＜＿ x"．よって T2 から x"

= x が成り立つ．

F8 : T6 の x ∧ y ＜＿ x,  y に T8 を使って x', y' ＜＿ ( x ∧ y )' で T7°から x' ∨ y' ＜＿ ( x ∧ y )' ･･･ (1)．

双対に x, y ＜＿ x ∨ y より ( x ∨ y )' ＜＿ x', y' から ( x ∨ y )' ＜＿ x'∧ y' ･･･ (2)．(2) の x を x' に, y を y' にし

て F7 を使うと ( x' ∨ y' )' ＜＿ x ∧ y．これに T8 を使うと ( x ∧ y )' ＜＿ ( x' ∨ y' )" = x' ∨ y' ･･･ (3)．

(1), (3) から ( x ∧ y )' = x' ∨ y' が成り立つ．

F8°: F8 と双対にできる．

F9 : T5, T10 を使うと 0 ＜＿ x ∧ x' ＜＿ 0 から x ∧ x' = 0 が成り立つ．

⇒

⇒

⇒

⇒
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F9°: F9 と双対にできる．

F10 : T11 より x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ y．これと T 1 の x ＜＿ x に 注意 2 の(1) を使うと x ∧ ( x ∧ ( x' ∨ ( x ∧

y ))) ＜＿ x ∧ y で F3 から x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ x ∧ y．また x ∧ y ＜＿ x' ∨ ( x ∧ y ) と x ＜＿ x に注意 2

の(1) を使って x ∧ y = x ∧ ( x ∧ y ) ＜＿ x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y ))．よって x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) = x ∧ y が成

り立つ．

F10°: F10 と双対にできる． (証明終)

T11 と同値なモジュラー律に次の形のものがある ( [3], [5] )．

[ 注意 3 ] OM において, 次の (1), (2), (3), (4), (5) は互いに同値である．

(1) z ＜＿ x かつ y ＜＿ x' ⇒ x ∧ ( y ∨ z ) = ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z )

(2) z ＜＿ x かつ y ＜＿ x' ⇒ x ∧ ( y ∨ z ) ＜＿ z

(3) y ＜＿ x ⇒ x ∧ ( x' ∨ y ) ＜＿ y

(4) x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ x ∧ y

(5) x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ y

( 証明 )

(1)  ⇒ (2) : z ＜＿ x かつ y ＜＿ x' とすると x ∧ z = z． x ＜＿ x と y ＜＿ x' に注意2の(1)を使うと F 9 より x ∧ y ＜＿ x

∧ x' = 0．T5 から 0 ＜＿ x ∧ y で x ∧ y = 0．x ∧ ( y ∨ z ) = ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) = 0 ∨ ( x ∧ z ) = 0 ∨

z = z ＜＿ z．

(2)  ⇒ (3) : y ＜＿ x とする．(2) において z を y に，y を x' にすると y ＜＿ x と x' ＜＿ x' を満たすから x ∧ ( x' ∨ y )

＜＿ y．

(3)  ⇒ (4) : (3) で y を x ∧ y にすると x ∧ y ＜＿ x を満たすから x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ x ∧ y．

(4)  ⇒ (5) : x ∧ ( x' ∨ ( x ∧ y )) ＜＿ x ∧ y ＜＿ y から成り立つ．

(5)  ⇒ (1) : z ＜＿ x かつ y ＜＿ x' とすると x ∧ z = z．y ＜＿ x' と z ＜＿ z より y ∨ z ＜＿ x' ∨ z． x ＜＿ x から x ∧ ( y

∨ z ) ＜＿ x ∧ ( x'∨ z )． (5) で y を z にすると x ∧ ( y ∨ z ) ＜＿ x ∧ ( x'∨ ( x ∧ z )) ＜＿ z = x ∧ z ＜＿ ( x ∧

y ) ∨ ( x ∧ z )．これより x ∧ ( y ∨ z ) ＜＿ ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) ･･･ ( α )．x ∧ y ＜＿ x,  x ∧ z ＜＿ x に T 7°を

使うと ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) ＜＿ x ･･･ ( β )．同様に x ∧ y ＜＿ y ＜＿ y ∨ z と x ∧ z ＜＿ z ＜＿ y ∨ z から ( x ∧

y ) ∨ ( x ∧ z ) ＜＿ y ∨ z ･･･ ( γ )．( β ) , ( γ ) で T7 を使うと ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) ＜＿ x ∧ ( y ∨ z ) ･･･ ( δ )．

よって ( α ), ( δ ) から x ∧ ( y ∨ z ) = ( x ∧ y ) ∨ ( x ∧ z ) が成り立つ． ( 証明終 )

§ 3  GOM

[1] と同様にシ－ケント (式) を定義する．

[ 定義 4 ] (シ－ケント (式) の定義 )

ワ－ドの有限列をギリシア大文字 Γ, ∆ などで表す．ワ－ドの有限列 a
1

, . . . , a
m
を Γ とし, b

1
, . . . , b

n
を ∆ とする

とき, OM での不等式 a
1
∧ ･･･ ∧ a

m
＜＿ b

1
∨ ･･･ ∨ b

n
をシ－ケント ( 式 ) Γ → ∆ で表す．ただし, Γ が空のとき ( Γ

=  0/ と書く) ,  → b
1
∨ ･･･ ∨ b

n
は 1 ＜＿ b

1
∨ ･･･ ∨ b

n
を意味する．また ∆ = 0/ のとき,  a

1
∧ ･･･ ∧ a

m
→ は a

1
∧

･･･ ∧ a
m
＜＿ 0 を意味する．Γ = ∆ = 0/ の場合は考えない．

このとき, OM のシ－ケントによる形式的体系 GOM を次のように定義する ( [1], [5], [6], [7] )．

[ 定義 5 ] ( GOM の定義)

[ 1 ] 始式

( B 1 )  a → a ( B 2 )  0 → a ( B 3 )  a → 1

[ 2 ] 推論規則

( 1 ) 構造に関する推論規則 :
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Γ → ∆ Γ → ∆
───── ( w → ) ───── ( → w )
a. Γ → ∆ Γ → ∆, a

a, a, Γ → ∆ Γ → ∆, a, a
────── ( c → ) ────── ( → c )

a, Γ → ∆ Γ → ∆, a

Γ
1
, a, b, Γ

2
→ ∆ Γ → ∆

1
, a, b, ∆

2──────── ( e → ) ──────── ( → e )
Γ

1
, b, a, Γ

2
→ ∆ Γ → ∆

1
, b, a, ∆

2

Γ → ∆
1
, a a → ∆

2
Γ

1
→ a a, Γ

2
→ ∆

────────── ( cut 1 ) ────────── ( cut 2 )
Γ → ∆

1
, ∆

2
Γ

1
,  Γ

2
→ ∆

( 2 ) 論理記号に関する推論規則 :

a, Γ → ∆ b, Γ → ∆
──────── ( ∧

1
→ ) ──────── ( ∧

2
→ )

a ∧ b, Γ → ∆ a ∧ b, Γ → ∆

Γ → ∆, a Γ → ∆, b
──────── ( → ∨

1
) ──────── ( → ∨

2
)

Γ → ∆, a ∨ b Γ → ∆, a ∨ b

a → ∆ b → ∆ Γ → a Γ → b
──────── ( ∨ → ) ──────── ( → ∧ )

a ∨ b → ∆ Γ → a ∧ b

Γ → ∆ Γ → ∆
───── ( ' → ) ───── ( → ' )
∆', Γ → → ∆, Γ'

a, Γ → ∆ Γ → ∆, a
────── ( " → ) ────── ( → " )

a", Γ → ∆ Γ → ∆, a"

Γ → ∆
───── ( ' → ' )
∆' → Γ'

b' → a'   a', b → → b, a'   a' → b'
───────── ( OM 1 ) ───────── ( OM2 )

a' → b' b' → a'

ただし, Γ が a
1
, . . . , a

m
のとき Γ' は a

m
', . . . , a

1
' を表し, Γ = 0/ のときは Γ' = 0/ とする．

[ 定義 6 ] ( の定義)

シ－ケント Γ → ∆ が GOM で証明可能であるとき, Γ → ∆ と書く．

[ 注意 4 ] GOM において次のことが成り立つ．

(1) a, b, Γ → ∆ ⇔ a ∧ b, Γ → ∆

(2) Γ → ∆, a, b ⇔ Γ → ∆, a ∨ b

(3) a", Γ → ∆ (4) Γ → ∆, b"
────── ──────

a, Γ → ∆ Γ → ∆, b

( 証明 )

(1) :  ⇒ について． a, b, Γ → ∆
─────────────────────
a ∧ b, a ∧ b, Γ → ∆
──────────

a ∧ b, Γ → ∆

について． a → a b → b
──── ────
a, b → a a, b → b
──────────

a, b → a ∧ b a ∧ b, Γ → ∆
─────────────────

a, b, Γ → ∆

(2) : (1) と双対にできる．

(3) : a → a
────
a → a" a", Γ → ∆
───────────

a, Γ → ∆

(4) : (3) と双対にできる． (証明終)

⇒
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[ 注意 5 ] GOM － cut 1 － cut 2 + cut = LK  つまり，GOM の cut 1, cut 2 の代わりに，cut formula を含む両辺に

parameter を入れた普通の cut を追加すると 古典論理 ( classical logic, LK ) に一致する．

Γ
1
→ ∆

1
, a a, Γ

2
→ ∆

2───────────── ( cut )
Γ

1
, Γ

2
→ ∆

1
, ∆

2

( 証明 )

LK の 4 つの推論規則（ ' → , → ',  → ∧, ∨ → ) を示せばよい．

( ' → ) : a → a ( → ' ) : a → a
──── ──────── ────

Γ → ∆, a a, a' → → a', a, a, Γ → ∆
───────── ─────────

Γ a', → ∆ Γ → a', ∆
───── ────────── ─────
a', Γ → ∆ Γ → ∆, a'

( → ∧ ) : Γ → ∆, a Γ → ∆, b (∨ → ) : ( → ∧ )と相対にできる．
───── ────────── ─────
Γ, ∆' → a Γ, ∆' → b
────────────

Γ, ∆' → a ∧ b
──────────────
Γ → ∆", a ∧ b
──────────────
Γ → ∆, a ∧ b (証明終)

GOM において, モジュラー律に関する推論規則について, 次の同値性が成り立つ．

[ 注意 6 ] GOM において次の (1) ～ (5) は互いに同値である．また, 双対に ( 1°) ～ ( 5°) も互いに同値である．

(1) b → a (1°) a → b
────── ──────
a'∨ b, a → b b → a, a'∧ b

(2) a'∨ ( a ∧ b ), a → a ∧ b (2°) a ∨ b → a, a'∧ ( a ∨ b )

(3) ∆ → a b → a (3°) a → b a → ∆
──────── ────────

a'∨ b, ∆ → b b → ∆, a'∧ b

(4) b,Σ→ Γ ∆ → a b → a (4°) a → b a → ∆ Γ →Σ, b
───────────── ─────────────

a'∨ b,Σ, ∆ → Γ Γ → ∆, Σ, a'∧ b

(5) b' → a' a', b → (5°) → b, a' a' → b'
───────── (OM 1) ──────── (OM2)

a' → b' b' → a'

( 証明 )

(1) ⇒ (2) : a → a
──────
a ∧ b → a

───────────── (1)
a'∨ ( a ∧ b ), a → a ∧ b

(2) ⇒ (3) : b → a b → b b → b
─────── ──────

a' → a' b → a ∧ b (2) a'∨ ( a ∧ b ), a → a ∧ b a ∧ b → b
───────── ───────── ───────────────────────
a' → a'∨ ( a ∧ b ) b → a'∨ ( a ∧ b ) ∆ → a a'∨ ( a ∧ b ), a → b
─────────────────── ─────────────────────

a'∨ b → a'∨ ( a ∧ b ) a'∨ ( a ∧ b ), ∆ → b
──────────────────────────────

a'∨ b, ∆ → b

(3) ⇒ (4) : ∆ → a b → a
──────── (3)

a'∨ b, ∆ → b b,Σ→ Γ
──────────────

a'∨ b, Σ, ∆ → Γ

(4) ⇒ (5) : (4)で a を a' に, b を b' に, Γ を b' に, ∆ を a' に, Σ = 0/ とすると

a', b →
─────
→ b', a" b' → b' a' → a' b' → a'
───── ───────────── (4)─────
→ a"∨ b' a"∨ b', a' → b'
──────────────────

a' → b'
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(5) ⇒ (1) :

a → a b' → b' a → a
──── ──── ────
a" → a a"∧ b' → b' a → a" b' → b'
──── ────── ──── ────

a"∧ b' → a b" → ( a"∧ b' )' a, b' → a" a, b' → b'
─────── ─────── ────────────────────
a' → ( a"∧ b' )' b → ( a"∧ b' )' a, b' → a"∧ b'
──────────────── ────────

b → b a'∨ b → ( a"∧ b )' ( a"∧ b' )', a, b' →
──── ──────────────────────────

b → a'∨ b b → a a'∨ b, a, b' →
────────── ────────────────
b → ( a'∨ b ) ∧ a ( a'∨ b ) ∧ a, b' →
────────── ─────────────────────

b" → (( a'∨ b ) ∧ a )" (( a'∨ b ) ∧ a )", b' →
──────────────────────────────────── ( OM 1 )

(( a'∨ b ) ∧ a )" → b"
──────────────────────

( a'∨ b ) ∧ a → b
────────────────────

a'∨ b, a → b (証明終)

§4 OM と GOM の演繹的同値性

[ 定義 7 ] ( の定義 )

不等式 a ＜＿ b が OM で成り立つとき, a ＜＿ b と書く．

[ 定義 8 ] ( OM での等号の定義)

a, b をワ－ドとする． a → b かつ b → a のとき a ≡ b とすれば, ≡は同値関係である．そこで A /≡ , ( A の

≡ による商集合 ) をあらためて A とし，≡を = とみなしたものを OM での等号とする．(つまり, リンデンバウム代

数 ( Lindenbaum algebra ) を考える．)

このとき, [1] と同じ方法で, 次の定理 2 と定理 3 を示すことができる．

[ 定理 2 ] a, b をワ－ドとするとき, 次のことが成り立つ．

a ＜＿ b ならば　 a → b

( 証明 )

OM のすべての公理 ( F 1 ～ F 10°) が GOM で証明可能であることを示せばよいが, これらと同値な T 1 ～ T 11°が

GOM で証明可能であることを示す．

T 1 : 始式 ( B1 ) から成り立つ．

T 2 : 定義 8 から成り立つ．

T 3 : x → y y → z
────────

x → z

T 4 : ⇒ : x → y y → y y → y : x → x
──────── ────── ────

x ∨ y → y y → x ∨ y x → x ∨ y x ∨ y → y
─────────────

x → y

T 5 : 始式 ( B2 ) から成り立つ．

T 5°: 始式 ( B3 ) から成り立つ．

T 6 : x → x y → y
────── ──────
x ∧ y → x x ∧ y → y

T 6°: T 6 と双対である．

T 7 : z → x z → y
────────

z → x ∧ y

T 7°: T 7 と双対である．

⇒

Orthomodular lattice のシーケントによる形式化 93



T 8 : ⇒ : x → y : x → x y' → x'
───── ───── ─────

y' → x' x → x" x" → y"
───────────

x → y"
────────
x → y

T 9 : x → x
────
x → x"

T 10: x → x
────
x', x →

────────────────
x ∧ x', x ∧ x' →
────────

x ∧ x' →
──────
x ∧ x' → y

T 10°: T 10 と双対である．

T 11 : 別表

T 11°: T 11 と双対である． (証明終)

[ 定理 3 ] a
1

, . . . , a
m

, b
1

, . . . , b
n
をワ－ドとするとき, 次のことが成り立つ．

a
1

, . . . , a
m
→ b

1
, . . . , b

n
ならば　 a

1
∧ ･･･ ∧ a

m
＜＿ b

1
∨ ･･･ ∨ b

n

( 証明 )

Γ が a
1

, . . . , a
m
のとき a

1
∧ ･･･ ∧ a

m
を x などで表す．また, ∆ が b

1
, . . . , b

n
のとき b

1
∨ ･･･ ∨ b

n
を y などで

表す．GOM の始式 ( B 1 ), ( B 2 ), ( B 3 ) はそれぞれ T 1, T 5, T 5°から OM で成り立つ．

次に,  GOM の各推論規則の上式 (上のシ－ケント) に対応する不等式が OM で成り立つと仮定するとき, 下式に対応

する不等式が OM で成り立つことを示せばよい．

( w → ) : x ＜＿ y とする．T 6 から a ∧ x ＜＿ x ＜＿ y．

( → w ) : ( w → ) と双対である．

( c → ) : a ∧ a ∧ x ＜＿ y とする．F 3 より a ∧ a =  a で a∧ x ＜＿ y．

( → c ) : ( c → ) と双対である．

( e → ) : x
1
∧ a ∧ b ∧ x

2
＜＿ y とする．F 4 より a ∧ b = b ∧ a で x

1
∧ b ∧ a ∧ x

2
＜＿ y．

( → e ) : ( e → ) と双対である．

( cut 1 ) : x ＜＿ y ∨ a かつ a ＜＿ z とする．T 1 より y ＜＿ y であり, 注意2の∨についての単調性から y ∨ a ＜＿ y ∨ z.

これと仮定 x ＜＿ y∨ a から x ＜＿ y ∨ z が成り立つ．

( cut 2 ) : x ＜＿ a かつ a ∧ y ＜＿ z とする．T 1 より y ＜＿ y であり, 注意2の∧についての単調性から x ∧ y ＜＿ a ∧ y．

これと仮定 a ∧ y ＜＿ z から x ∧ y ＜＿ z が成り立つ．

( ∧
1
→ ) : a ∧ x ＜＿ y とする．T 6 より a ∧ b ＜＿ a．T 1 から x ＜＿ x．注意2の∧についての単調性を使うと a ∧ b

∧ x ＜＿ a ∧ x．仮定と T 3 から a ∧ b ∧ x ＜＿ y．

( ∧
2
→ ) : ( ∧

1
→ ) と同様にできる．

( → ∨
i

) : ( ∧
i
→ ) と双対である．

( ∨ → ) : a ＜＿ x かつ b ＜＿ x とすると T 7°から a ∨ b ＜＿ x が成り立つ．

( → ∧ ) : ( ∨ → ) と双対である．

( ' → ) : x ＜＿ y とすると T 8 より y' ＜＿ x'．これと T 1 の x ＜＿ x に 注意２の(1)を使うと F 9 から x ∧ y' ＜＿ x ∧ x'

= 0．よって y' ∧ x ＜＿ 0 が成り立つ．

( → ' ) : ( ' → ) と双対である．

( " → ) : a ∧ x ＜＿ y とする．F 7 の a" = a から a" ∧ x ＜＿ y が成り立つ．

( ' → ' ) : x ＜＿ y とすると T 8 より y' ＜＿ x'．

( OM1 ) : b' ＜＿ a' かつ a' ∧ b ＜＿ 0 とする．T 5 の 0 ＜＿ b' と仮定から a'∧ b ＜＿ b'．T 8 と F 8 より b" ＜＿ ( a' ∧ b )' =

a" ∨ b' = b' ∨ a．これと T 9 の b ＜＿ b" から b ＜＿ b'∨ a．さらに, これと b ＜＿ b に T 7 を使うと b ＜＿ b ∧ ( b' ∨

a ) ･･･ (1)．また 仮定 b' ＜＿ a' から a" ＜＿ b" で F 7 から a ＜＿ b．これに注意3の(3)を使うと b ∧ ( b' ∨ a ) ＜＿ a．

⇒
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T 11 :



これと(1) から b ＜＿ a．よって T 8 から a' ＜＿ b' が成り立つ．

( OM2 ) : ( OM1 ) と双対である． (証明終)

以上により OM と GOM が演繹的に同値であることがわかる．
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