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０．緒論

Marumoto［3］により次の事実が示された。

「一次元結び目k1に一つの橋表示を与えて、その十分

小さな部分弧δを除いた上で、Artinの方法（［4］，［5］，

［6］）でスパン結び目spun（k1）を構成する時spun（k1）の

リボン表示としてk1－δの上橋がベースに、下橋がバン

ドに、各々対応するようなものが構成される。」この観

点からすれば、k1の正則表示の交点がspun（k1）のリボン

交差に対応し、従って一次元結び目の不変量である最小

交点数の概念が次のように spun（k1）を含む二次元リボ

ン結び目に拡張されるのは自然である。「二次元リボン

結び目K2に対するすべてのリボン表示を考えたときの、

リボン交差数の最小数をK2の最小交差数と呼ぶ。」更に

次の事実も自然である。「ｎ交点表示をもつ一次元結び

目k1に対して、二次元リボン結び目spun（k1）はｎ交差

リボン表示をもつ。」従って k1の最小交点数 cr（k1）と

spun（k1）の最小交差数との比較の出発点は次で与えら

れる。

cr（k1）－ cr（spun（k1））≧０．

ところがこの評価はあまりよくなく、k1を任意の一次元

結び目としたときは

cr（k1）－ cr（spun（k1））≧１，

k1を任意の非交代一次元結び目としたときは更に

cr（k1）－ cr（spun（k1））≧２，

であることが［7］および［8］で指摘された。

本論文では、この右辺がどれ位大きくなれるのかとい

う問題について考える。

１．準備

１.１　定義

{D3
μ｜μ＝ 1, 2, … , m} を四次元ユークリッド空間

4内における、互いに交わらない三次元球体の族とし、

∂D3
μ＝O2

μとおく。また f r
irjr

: D2 × I→ 4（ r＝ 1, 2, …,

ｍ－1 ; ir, jr＝1, 2, …, m）を像が互いに交わらない埋め

込み族とし，次の性質aとsを満たすものとする。

a f r
irjr
（D2×I）∩O2

μ

＝ f r
irjr
（D2×{０}） （ir＝μ），

f r
irjr
（D2×{１}） （ jr＝μ），

φ　　 （otherwise），

s （ f r
irjr
（D2×I））∪（ O2

μ）

は連結。

また、T＝ f r
irjr
（D2×∂ I）とし、T̊をその内部とす

る。このとき、二次元球面

m

∪
μ＝1

m-1
∪
r＝1
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（ f r
irjr
（∂D2×I））∪（ O2

μ）－ T̊ ＝ K2

を、（m－1）融合の二次元リボン結び目（あるいは単に

二次元リボン結び目）と呼ぶ。（［1］，［2］）

１.２　定義

定義（１.１）の記号を用いてO＝ D3
μ，

B＝ f r
ir jr
（D2×I）とおく。この時、対（O，B）のこ

とを二次元リボン結び目K2のm ベースリボン表示（或

いは単にリボン表示）と呼ぶ。また、O，Bを各々ベー

ス、バンドと呼ぶ。（［1］，［2］，［3］）

１.３　定義
3
+と 3

－を各々 4において「x4=０かつx3≧０」，「x4=

０かつ x3≦０」で定義された上半空間、下半空間とす

る。このとき、 3
+に次の四つの式で表された回転を施

す。

x'1＝x1，x'2＝x2，

x'3＝x3 cosθ－x4 sinθ，

x'4＝x3 sinθ＋x4 cosθ．

ここで 2を、x3＝x4＝０で定義された 4内の平面とす

ると、 3
+は 2について回転することになる。さて、k1

を 3内の一次元結び目であって、k1∩ 3
－がプロパーに

埋めこまれた自明な弧となっているものとする。k1∩
3
+に上述の回転を施すことで構成される二次元球面の

ことをk1のスパン結び目と呼びspun（k1）で表す。（［4］，

［5］，［6］）

１.４　定義

定義（１.１）の記号を用いる。

rr＝ f r
ir jr
（｛０｝× I）（r＝1, 2, …, m－1）とする。

但し {０}は定義（１.１）におけるD2の中心点である。rr

はOと横断的に、しかも有限個の点で交わると仮定して

よい。これらの点を（O，B）のリボン交差と呼び、rrの

方向に従ってar1, ar2, …, arsr
で表すことにする。但しrr

の方向というのはO2
irからO2

jrへの方向である。また、

n＝ sr とおく。このときnのことを（O，B）の

リボン交差数という。そうして（O，B）はn交差リボン

表示であるという。更に二次元リボン結び目K2のすべ

てのリボン表示を考えたときのリボン交差数の最小値を

K2の最小交差数と呼びcr（K2）で表す。（［1］，［2］）

２．定理とその証明

緒論の最後に述べた問の答は次の定理で主張されるも

のである。つまりcr（k1）とcr（spun（k1））の差の幾らでも

大きい一次元結び目k1が存在する。

２.１　定理

任意の自然数nに対し、ある適当な一次元結び目k1を

とると

cr（k1）－ cr（spun（k1））≧ n.

定理の証明には、次の二つの補題が用いられる。

２.２　補題（［9］）

k1を（p，q）トーラス結び目とする。この時

cr（k1）＝ p（q－1）(p≧qの時）

q（p－1）(q≧pの時）

（但しp，q>0とする）

２.３　補題（（［7］，［8］）

k1を（p，q）トーラス結び目とする。この時

cr（spun（k1））＝（p－1）（q－1）

（但しp，q>0とする）

２.４　定理の証明

補題（２.２，２.３）のpをn＋２，qをn＋1とする。

（但し、nは、正の整数）この時

cr（k1）－ cr（spun（k1））

＝（n＋2）・n －（n＋1）・n 

＝ n （証了）

つまり、定理（２.１）のk1としては（n＋2，n＋1）

トーラス結び目をとればいいことになる。

同様、次の興味深い系も導かれる。

２.５　系

cr（k1
1）> cr（k1

2）だが

cr（spun（k1
1））< cr（spun（k1

2））となる一次元結び目

の対k1
1，k1

2は、任意有限組存在する。

（証明）nを４以上の偶数とする。

k1
1を（2n，n＋1）トーラス結び目であるとする。この

とき補題（２.２）より

cr（k1
1）＝ 2n（n＋1－1）＝ 2n2.

一方、k1
2を（2n2－1，2）トーラス結び目とする。このと

m

∪
μ＝1

m-1
∪
r=1

m-1
∪
r=1

m

∪
μ＝1

m-1
Σ
r=1
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き補題（２.２）より

cr（k1
2）＝（2n2－1）・（2－1）＝ 2n2－1．

よって

cr（k1
1）> cr（k1

2）. 

ところが、補題（２.３）より

cr（spun（k1
1））＝（2n2－1）・（n＋1－1）＝ 2n2－n，

cr（spun（k1
2））＝（2n2－1－1）・（2－1）＝ 2n2－2. 

従って

cr（spun（k1
1））< cr（spun（k2

1））.

（証了）
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