
０．緒　論

二次元リボン結び目の対称性については、四次元ユー

クリッド空間において、ある三次元ユークリッド空間に

ついて対称な位置におけること、そして（－）もろて型

であること、従って二次元リボン結び目に関しては可逆

的であることと（＋）もろて型であることが同義である

ことが知られている（[７]）。（＋）もろて型に関しては、

（＋）もろて型でない、即ち可逆でない二次元リボン結

び目は任意有限個存在する（[７]）。ところで、任意の一

次元結び目はArtinの構成法により、そのスパン結び目

が構成される。スパン結び目は二次元リボン結び目であ

るが、すべて（＋）もろて型である（[7], [8]）。

一方、一次元結び目の対称性について、テイトの予想

と呼ばれる一連の予想があり、第一予想と第二予想につ

いては解決された（[3, p.200], [4]）。その系として最小交

点数が奇数である一次元交代結び目は決してもろて型に

なれない、という事実がある。これが一般の一次元結び

目について成立するかどうかは長らく未解決であった

が、Thistlethwaiteは15交点のもろて型結び目を発見し

た（[5]）。また、一次元結び目の最小交点数の二次元リボ

ン結び目への拡張概念である最小交差数に関して、同じ

問題を考察した場合、最小交差数が奇数である（＋）も

ろて型二次元リボン結び目が存在する。これは[6]におい

て考察され、最小交差数が3であるような（＋）もろて型

二次元リボン結び目の存在することが示された。

本論文では更に、最小交差数が 5以上の奇数であるよ

うな、（＋）もろて型二次元リボン結び目が存在するの

かどうかという問題についての考察を行う。

１．準　備

1．1 定義

｛ D 3
µ | µ＝ 1, 2, …, m } を互いに交わらない四次元ユ

ークリッド空間R4内の三次元球体の族とする。また

∂D 3
µ＝D 3

µとおく。一方、f r

irjr
: D 2× I → R4（r = 1, 2,

…, m－1 ; ir,  jr = 1, 2, ･･･, m）を、像が互いに交わら

ない埋め込みの族とし、かつ、次の性質a、sを満た

すものとする。但しD 2は二次元球体、I＝[0, 1 ] である。

a f r

irjr
(D 2× I )∩O2

µ = f r

irjr
(D 2×{0})（ ir = µ）

f r

irjr
(D 2×{1})（ jr = µ）

φ （その他）

s
m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(D 2× I ) ∪ ( 

m

∪
µ = 1

O2
µ）は連結。

ここで K2を二次元球面

とする。但しT＝
m－1

∪
r=1

f r

irjr
(∂D 2× I ) でありT°はTの内部を

表す。この時、K2のことを二次元リボン結び目と呼ぶ。
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二次元リボン結び目の不変量の一つに最小交差数がある（[1], [2]）。これは一次元結び目の古典的不変量であ

る最小交点数の自然な拡張となっている。一方、一次元結び目の局所問題の代表的なものとして、結び目k1

とその鏡像（k1）＊とが結び目として同値であるかどうかを判定する問題がある。同値であるとき、k1はもろて

型であるという。これに関し、最小交点数が奇数である一次元交代結び目は、決してもろて型になれないとい

う事実が知られている（[3], [4]）。また一般の一次元結び目に対してこの定理が成立するかという問題は長らく

未解決であったが、Thistlethwaiteによって 15交点のもろて型結び目が発見された（[5]）。更に二次元リボン

結び目への拡張問題、即ち、最小交差数が奇数であるような（＋）もろて型二次元リボン結び目が存在するか、

という問題は[6]で考察され、最小交差数が3の（＋）もろて型二次元リボン結び目が発見された。

本論文では、最小交差数が5以上の奇数である（＋）もろて型二次元リボン結び目についての一考察を行う。

( 
m

∪
µ = 1

O2
µ) ∪ (

m－1

∪
r=1

f r

irjr
(D 2× I )－T°)



1．2 定義

O =  
m

∪
µ = 1

D 3
µ , B =

m－1

∪
r = 1

f r

irjr
(D 2× I )とおくとき

(O, B) のことを二次元リボン結び目K2に対するmベー

スリボン表示 (或いは単にリボン表示 ) と呼ぶ。また

Oをベース、Bをバンドと呼ぶ。更に、二次元リボン結

び目K2に対するすべてのリボン表示を考えた上でのベ

ース数の最小数のことをK2のベース指数と呼びb (K2) で

表す。このときK2は b (K2) ベース二次元リボン結び目

であるという。

1．3 定義

lr = f r

irjr
( {0}× I ) ( r = 1, 2, ･･･, m－1 ) とおく。但し、

{0}はD 2の中心点である。ここで各 lrがOに有限個の点

で垂直に交わるとしてよい。これらの点を各 lrの方向

に従って ar1, ar2, ･･･, arsr
とし (O, B) のリボン交差と呼

ぶ。但し各 lrの方向は Oir

2 から Ojr

2 へ向かう方向とする。

この時n =
m－1

Σ
r = 1

srをリボン表示 (O, B) のリボン交差数と

呼び、(O, B) はn交差リボン表示であるという。そうし

てK2に対する総てのリボン表示を考えた上でのリボン

交差の最小数のことをK2の最小交差数（或いは単に交差

数）と呼び cr (K2)で表す。

1．4 定義

ar1, ar2, ･･･, arsr
に対応して、sr個の文字からなる語 wr

をつくる。つくり方は lrがD 3
µに点 arv (v＝1, 2, ･･･, sr )

で正の側から交わるとき、wrのv番目の文字をxµ、負の

側から交わるときは同様xµ
-1とするものとする。つくら

れた語 w1, w2, … , wm－ 1を利用して K2の結び目群

π (R4－K2 ) の群表示を次の様に構成できる。

（1. 5） [xµ; µ = 1, 2, …, m | xir
wr x-1

jr
wr

-1 ;

owowowowowowowowowowowr = 1, 2, ･･･, m－1 ]

但し各xµはO2
µのメリディアン生成元とする ( [10] )。以

上の様な構成法でリボン表示 (O, B) から得られた群表

示 ( 1. 5 ) のことを (O, B) に関連したリボン群表示と呼

ぶ。また各 wrのことをこのリボン表示の語と呼ぶ。一

方、リボン群表示 ( 1. 5 ) からは、逆の手順でリボン表

示 (O, B) を定められるので (O, B) のことをリボン群表

示 ( 1. 5 ) に関連したリボン表示と呼ぶ。

1．6 定義

R+
3をR4内においてx4＝0, x3≧0によって定義される

R3の上半空間とし、R－
3をR4内において x4＝ 0, x3≦ 0

によって定義されるR3の下半空間とする。ここでR+
3を

方程式 x1'＝ x1, x2'＝ x2, x3'＝ x3cosθ－ x4sinθ, x4'＝

x3cosθ＋x4sinθに従って回転させる。この時R2をx3＝

x4＝0と定めればR+
3はR2について回転することになる。

今、R 3内の一次元結び目 k 1を k 1∩R －
3がプロパーに埋

め込まれた自明な弧であるように置いておく。この時、

k 1∩R+
3を上述の回転の方程式に従って回転させた時に

構成される二次元結び目を k1のスパン結び目と呼び、

spun (k 1) で表す（[7], [11], [12]）。

1．7 定義

二次元リボン結び目K2に対しその鏡像を (K2 )*とし、

結び目に入れられた方向を逆転したものを－K2とする

ときK2～(K2)*ならばK2は（＋）もろて型であるといい、

K2～－(K2)*ならば（－）もろて型であるという。またK2

～－(K2) ならば可逆的であるという。

1．8 定義

リボン表示 (O, B) に関連したリボン群表示をGとす

る。ベースの各成分に対応するGの生成元x1, x2, …, xm

の名前の適当な入換えや、バンド各成分の方向逆転を適

当に行ってそれに対応するリボン群表示G'をつくる。

その上でG'の語を構成する文字xiを一斉にxi
-1にすると

いう操作でリボン群表示G"をつくる。

以上の構成で新たにつくられるリボン群表示 G"を G

と同一にできるとき、G は(＋)もろて型リボン群表示で

あるという。また、(＋)もろて型リボン群表示に関連し

たリボン表示のことを(＋)もろて型リボン表示という。

2．ツイスト結び目のスパン結び目

最小交差数が 5以上の奇数である（＋）もろて型二次元

リボン結び目の有力候補としては、ツイスト結び目と呼

ばれる結び目から定義（1. 6）の方法で構成したスパン結

び目があげられる。その理由を以下で述べる。

（＋）もろて型の定義（1. 7）と（＋）もろて型リボン群表

示の定義（1. 8）により次のことはすぐ分かる。

2．1 補題（［6］）

（＋）もろて型リボン群表示に関連したリボン表示を

もつ二次元リボン結び目は（＋）もろて型である。

[6]においては、この補題と[13]におけるリボン表示の

安定同値変形を利用して、35二次元リボン結び目（[1]）

が、リボン交差数 4の（＋）もろて型リボン表示をもつこ

とを示した。一方、そのリボン表示は 41結び目の正則

表示として Schubertの標準形（[15, p.36]）をとり定義

（1. 6）の方法で自然に構成される spun（41）のリボン表示

と一致していることも指摘された。従って、[6]におけ
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る定理とその二つの系（[6, 2.4]，[6, 2.5]）をまとめて言

い換えると次の様になる。

2．2 定理（［6］）

spun（41）は最小交差数 3の（＋）もろて型二次元リボ

ン結び目である。

ところで、41結び目を含め、一般に（2n）1結び目はツ

イスト結び目と呼ばれる結び目のクラスに属する。これ

ら最小交点数が偶数のツイスト結び目は交代結び目で

あるから[16, Corollary (3. 3)] により spun（（2n）1）の最

小交差数は 2n－ 1以下であることが分る。加えて、緒

論で述べたようにスパン結び目は（＋）もろて型である

ので次の命題が成立する。

2．3 命題

spun（（2n）1）は最小交差数が2n－1以下である（＋）も

ろて型二次元リボン結び目である。

そして、最小交点数がmの交代結び目について、そ

のスパン結び目の最小交差数がm－ 2以下である例は

まだみつかっておらず、spun（（2n）1）は最小交差数が

2n－1である可能性は高い。

従って次のことが予想される。

2．4 予想

最小交差数が奇数である（＋）もろて型二次元リボン

結び目は任意有限個存在する。

3．アレキサンダー多項式の可能性

二次元リボン結び目の重要な不変量であるアレキサ

ンダー多項式は、[16]では最小交差数の評価に重要な役

割を演じている。従って、この不変量を用いてツイスト

結び目のスパン結び目の最小交差数を評価してみたい。

まず、spun（61）は命題（2. 3）より最小交差数が 5以

下である（＋）もろて型二次元リボン結び目である。最

小交差数が５であることを示すには、最小交差数が 4以

下の二次元リボン結び目の中に、spun（61）と同じアレ

キサンダー多項式2－5t＋2t 2をもつ（＋）もろて型二次

元リボン結び目が存在しないことを示せばよい。ところ

が、次の命題が成立する。

3．1 命題

最小交差数が4以下で、アレキサンダー多項式が

2－5t＋2t2（mod± tn）であるような（＋）もろて型二次

元リボン結び目が存在する。

（証明）次のリボン群表示

[ x1, x2, x3 | x1 x2
-1 x1 x2

-1 x1
-1 x2 ,

x1 x3 x1
-1 x3

-1 x1 x3
-1 ]

は、（＋）もろて型リボン群表示であるので、補題（2. 1）

により、これに関連したリボン表示をもつ二次元リボン

結び目は（＋）もろて型であり、かつリボン交差数 4あ

る。また、このリボン群表示に [17] のアレキサンダー

多項式の計算法を適用すると（2－ t）（1－ 2t）が容易に

でる。 （証了）

同様に、（＋）もろて型二次元リボン結び目 spun（81）

の最小交差数が 7であることを示すには、最小交差数が

6以下の二次元リボン結び目の中に、spun（81）と同じア

レキサンダー多項式 3－7t＋3t2をもつ（＋）もろて型二

次元リボン結び目が存在しないことを示せばよい。とこ

ろが、次の命題が成立する。

3．2 命題

最小交差数が6以下で、アレキサンダー多項式が

3－7t＋3t2（mod± tn）であるような（＋）もろて型二次

元リボン結び目が存在する。

（証明）次のリボン群表示

G＝ [ x1, x2 | x1 w2 x2
-1 w2

-1 ]

（但し、w2＝x2
-1 x1 x2 x1

-1 x2 x1
-1 x2

-1 x1 x2
-1 x1 x2 x1

-1 ）

は、（＋）もろて型リボン群表示であるので、補題（2.1）

により、これに関連したリボン表示をもつ二次元リボン

結び目は（＋）もろて型である。また、このリボン群表示

に[17]のアレキサンダー多項式の計算法を適用すると容

易に3－7t＋3t2がでる。一方、このリボン群表示に関連

したリボン表示は[13]の安定同値変形を 4回施すことに

より、リボン交差数６のリボン表示へと変形される。そ

れを、対応するリボン群表示の同型変形で以下に示す。

G =～ [ x1, x2, x3 | x1 w2 x2
-1 w2

-1,   x2 x1
-1 x2 x3

-1 x2
-1 x1 ]

=～ [ x1, x2, x3, x4 | x4 x1
-1 x2

-1 x1,

x1 x3 x1
-1 x2

-1 x1 x3 x2
-1 x3

-1 x1
-1 x2 x1 x3

-1,

x2 x1
-1 x2 x3

-1 x2
-1 x1 ]

=～ [ x1, x2, x3, x4 | x1 x3 x4
-1 x3 x2

-1 x3
-1 x4 x3

-1,

x4 x1
-1 x2

-1 x1,

x2 x1
-1 x2 x3

-1 x2
-1 x1 ] （証了）
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4．結　語

予想（2. 4）の肯定的解決に対し、ツイスト結び目の

スパン結び目の最小交差数を決定するという方法を考

えたが、以上で述べた通り、その決定には、アレキサン

ダー多項式は力不足であった。しかしながら他のクラ

ス、特にアレキサンダー多項式の次数の高い結び目のク

ラスに関して力を発揮する可能性はまだ残されている。
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