
1 はじめに

金属材料の機械的、電磁気的、化学的性質などが材料

組成のみならず、凝固組織によっても大きく変化する。

特に、結晶化せずに固化したアモルファス合金の性質が

結晶質合金に比べて優れていることが明らかにされて

いる(1)。また、近年は地球環境の保護の観点から、有害

な金属を使用しない材料の開発が進められており、それ

とともに凝固組織を制御して必要な機能を得ようとす

る研究も進められている。従来、合金の凝固過程の計算

機シミュレーションは、鋳造プロセスにおける鋳型内の

湯流れ解析、引け巣や偏析などの鋳造欠陥の予測などが

中心であり(2)、(3)、どちらかと言えばマクロな凝固解析で

あり、純金属や合金の結晶の成長過程そのものをシミュ

レートしているわけではなかった。一方、計算機の性能

が格段に向上し、複雑な計算もパーソナルコンピュータ

である程度実行できるようになってきている。このよう

な背景から、方法論としては古くから存在していたフェ

ーズフィールド法による、純金属の他、2元あるいは 3

元合金、共晶・包晶・偏晶反応型合金などの結晶成長過

程の計算機シミュレーションが 1990年代以降急速に増

えてきている(4)－(7)。

本報告では、古典的でマクロな熱伝導モデルによる、

単純な凝固現象の数学的な取扱いの基礎を明確にし、有

限差分法による数値計算の要点を解説する。

2 実際の合金の凝固とマクロな凝固解析法

2.1 合金の凝固形態と実際の組織

図 1に直径約 3mmのNi－ 6.7Al－ 0.3Be mass%合金棒

の引張破断部の軸断面SEM(Scanning Electron Microscope)

像を示す。この材料は図2に示すように、注射器で溶融

Ni－Al－Be合金を吸い上げて棒状に凝固させたもの

であるが、吸上げ過程で外周部から冷却されるので、結
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Mechanical, electro-magnetic and chemical properties of metal materials change remarkably with the com-

position of mterial and/or with the solidification structure. It is necessary to develope a controlling technique

of the solidification structure in order to obtain the useful function of the material. In this paper, to gain a cor-

rect understanding of fundamental theory of solidification phenomenon, analytical solutions of Stefan,

Neumann and Schwarz models for macroscopic solidification of pure materials have been explained. Numerical

technique with finite difference method for these solidification problems has been also explained.

Fig.1 SEM views of tensile fracture surface of a Ni-

Al-Be alloy rod and the dendritic crystals.



晶が外周部から中心に向かっていることがよくわかる

（図 1(a)、(b)）。また、中心部が空洞になっており、これ

は鋳造欠陥品ということにもなる。結晶をさらに拡大し

てみると（図 1(c)、(d)）、結晶の成長する方向に対して垂

直に成長しているのが観察される。このような結晶の成

長の仕方は樹木のようであることから｢樹枝状晶（den-

drite）｣と呼ばれる。図1(c)の矢印で示したものを｢幹｣、

すなわち、デンドライト 1次アームといい、図 1(d)の矢

印で示したものを｢枝｣、すなわち、デンドライト 2次ア

ームという。デンドライト 2次アームの長さは｢幹｣の先

端にいくにしたがって短くなる。このような結晶を模式

的に示せば図3のようになる。デンドライト 2次アーム

の成長方向には指向性があり、十字状に成長していく。

図1に示した合金の吸上げ過程では、吸上げ速度が速す

ぎて石英ガラス管上部の融液が凝固して、下部のデンド

ライトのまわりが融液で十分満たされなかったために、

棒材の中心部が空洞になったものと考えられる。また、

図3の d1をデンドライト 1次アーム間隔、d2をデンドラ

イト 2次アーム間隔と言い、凝固速度（あるいは、融液

からの抜熱速度）が速くなると、d1、d2が狭くなる、す

なわち、より緻密な凝固組織を呈するようになる。純物

質でも凝固途中ではデンドライト形態が見られるが、す

べて凝固してしまうとデンドライトの境界が埋め尽く

されてしまうので、デンドライトを見分けることができ

ないだけである。

2.2 マクロな古典的凝固解析法

ここでは、純物質の凝固、かつまた、凝固界面が平滑

で直交一次元的に凝固界面が移動（固相が成長）する場

合について解説する。このような仮定は、図3に示すマ

ッシー領域の存在を考えないもので、凝固界面はデンド

ライトの根元か先端のいずれかということになる。ま

た、実用上は無意味な仮定のようであるが、モデルの構

築次第で解析解が得られ、大雑把な凝固時間を見積もり

たい場合などでは有効であり、以下の 3つの凝固モデル

について説明することとする。なお、凝固による体積変

化（水の場合は膨張し、金属の場合は凝固収縮する。）

は考えないこととする。

a Stefanモデル

図4に最も基本的なStefanモデルを示す。鋳型壁を境

界として右方に無限に広がる半無限体空間に融解（凝

固）温度、Tf、に保持された純物質が、ある時刻におい

て鋳型壁の温度が凝固点以下の温度、TS、に固定された

場合の凝固界面の位置（固相厚さ）、ε( t )と固相内の温度

分布、T(x, t)を求めようとするものである。物質を液相

のまま凝固温度以下に冷却することを｢過冷｣というが、

過冷状態は不安定な状態なので、過冷融液に振動などを

与えると一挙に固相が成長する。

対象とする物質の液相および固相の熱物性値はすべ

て定数とし（物性値は文献（10）、（11）によった）、熱伝

導率をλ、密度をρ、定圧比熱をCp、熱拡散率を aで表
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Fig.2 Production of a rod by suction casting.

Fig.4 Stefan model for the growth of solid phase of

pure material.Fig.3 Illustration of dendritic solidification.



し、下付添字 l と s で液相および固相を識別すること

とする。また、物質の凝固潜熱をLとする。温度分布を

有するのは固相内だけであり、固相内の非定常熱伝導方

程式は次式で表される。

･･･a

初期条件 t＝ 0 で　ε(0 )＝ 0 ･･･s

境界条件　x＝ 0 で T (0 , t )＝TS ･･･d

x＝ε( t ) で　T (ε( t ), t )＝Tf ･･･f

また　　x＝ε( t ) で

･･･g

式gはΔt 時間に固相がΔεだけ成長したとするときの

エネルギ保存則であり、単位時間あたり、

の凝固潜熱が発生し、その熱量は熱伝導によって固相側

に伝達される（固相内の温度分布が左下がりであるか

ら）ことを意味する。導出過程は省略するが、式aの

解は、

･･･h

で与えられる(8)、(9)。ここで、

･･･j

は、Gauss の誤差関数である。

･･･k

とおいて、式gの関係から、最終的に次式が得られる。

･･･l

ここで、Sfは、

･･･¡0

で定義される Stefan数と呼ばれる無次元数で、凝固プ

ロセスでは重要なパラメータである。式lを φについ

て解き（Newton－Raphson 法で容易に数値解を得るこ

とができる）、その結果を式kに代入することで、固相

厚さ ε ( t )を次式から求めることができる。

すなわち、

･･･¡1

ここで、βを凝固定数といい、固相厚さは時間の平方根

に比例することがわかる。表1に示す物質とStefan数に

ついて固相厚さの時間変化を計算した結果を図 5に示
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Table 1 Thermal properties of water, silver, zinc and lead. And calculating conditions on Stefan

model and calculated results.

Fig.5 Solid phase growth of pure materials by Stefan

model.



す。製氷に時間を要することは日常生活において実感す

るところであるが、これは、家庭用冷蔵庫の冷凍室の温

度が高々－15℃程度であり、凝固潜熱が他の金属に比

べて大きいために Sfを大きくできないこと（φも小さ

い）と、氷の熱拡散率が小さいために凝固定数が小さく

なることによる。金属材料の場合は融点が高く、鋳型壁

との温度差を大きく設定でき、凝固定数を大きくするこ

とができるので、水以上に高速で固相を成長させること

ができることがわかる。

s Neumannモデル

図4のStefanモデルにおいて、液相側においても温度

分布を持たせたもの、すなわち、図6に示すように初期

状態において液体温度は融解点以上にあるとするもの

で、より現実味を帯びたモデルと言える。固相と液相を

支配する熱伝導方程式と、初期・境界条件式は次式のよ

うになる。

･･･¡2

･･･¡3

初期条件 t＝ 0 で ε(0 )＝ 0、また

Ts(x, 0 )＝Tl(x, 0 )＝T0 ･･･¡4

境界条件　x＝ 0 で Ts(0 , t )＝ Ts0 ･･･¡5

x＝ε( t ) で　Ts(ε( t ), t )＝Tl(ε( t ), t )＝Tf ･･･¡6

また、固液界面でのエネルギ保存則は、

･･･¡7

で、式gに液相側から固相側への流入熱量が追加され

たものとなる。このことは、固相の成長を抑制するよう

に作用するので、Stefanモデルより固相の成長が遅くな

ることが推測できる。固相と液相の温度分布はそれぞれ

以下のようになる。

･･･¡8

･･･¡9

ここで、φは、

･･･™0

の解であり、
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Fig.6 Neumann model for the growth of solid phase of

pure material.

Table 2 Thermal properties of water, silver, zinc and lead. And calculating conditions on

Neumann model and calculated results.



すなわち、

･･･™1

である。また、式™1は式¡1と同じである。表 1の物質

について、同じ Sf 数 {Sf ＝CpS・(Tf－TS0）/L}において、

初期液相過熱度ΔTを 50[K]とした場合のNeumannモデ

ルの解を表 2に、固相成長過程を図 7に示す。初期液相

温度が融解点であろうが、50[K]程度高かろうが、φや

凝固定数βに大きな変化は見られず、特に銀の場合は固

相成長におよぼす影響は小さいことがわかる。βにお

よぼすΔTの影響を調べると、図 8のようになる。この

図から、物質によらずΔTの増加に伴うφの減少の度合

は同程度であることがわかる。また、水では、沸点ギリ

ギリのΔT＝ 100 [K]とした場合でもφはΔT＝ 0のとき

の 1/2程度であり、同じ厚さの氷を得るのに高々 2倍の

時間を要するだけである。

以上のことから、大雑把な固相厚さを予測するには

Stefan モデルでも十分であることがわかる｡

d Schwarzモデル

このモデルは、Neumann モデルに加えて、図 9に示

すように、鋳型を半無限体と考えて、鋳型内にも温度分

布が存在するとするものである。この場合、鋳型壁温

度、Tiは時間の関数、Ti( t )となる。

固相、液相および鋳型を支配する熱伝導方程式と、初

期・境界条件式は次式のようになる。

･･･™2

･･･™3

･･･™4

初期条件 t＝ 0で ε(0 )＝ 0、また、

Ts(x, 0 )＝Tl(x, 0 )＝T0、Tm(x, 0 )＝Tm0 ･･･™5

境界条件　x＝ 0で

Ts(x, t )＝Tm(x, t )＝Ti(0 )＝Ti 0 ･･･™6

また、 ･･･™7

x＝ε( t )で　Ts(ε( t ), t )＝Tl (ε( t ), t )＝Tf ･･･™8

なお、固液界面でのエネルギ保存則は Neumann モデ

ルと同じで式¡7で与えられる。式™0に相当する解は次

式で与えられる。
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Fig.7 Solid phase growth of pure materials by

Neumann model.

Fig. 8 Relation betweenφ and the superheat of the

melt, ΔT.

Fig.9 Schwarz model for the growth of solid phase of

pure material.



･･･™9

ここで、

･･･£0

である。SfSは、鋳型壁の温度が変動することから、Ts、

TS0の代わりに初期鋳型温度 Tm0を用いた場合の Stefan

数である。鋳型の熱物性値は使用する鋳物砂によって大

きく変化するが、ここではオリビン砂を主成分（ベント

ナイトを 5.9%、水分を 3.3%含んだもの）とする鋳型と

して、473Kにおける値としてρｍ＝1.83×103 [kg・ｍ-3]、

λm＝ 0.7294 [W・ｍ-1・K-1]及びCpm＝ 918.0 [ J・kg-1・

K-1]として固相成長を計算してみる（12）。なお、Schwarz

モデルでは、Stefan モデルとNeumannモデルとは異な

り、式£0においてφ＝ 0になることがある。φ＝ 0にな

るのは、

･･･£1

の場合で、凝固定数が 0になるので固相が成長しない、

つまり、凝固を生じない。表 1、表 2に示した物質につ

いて、Tm0＝TS0＝TSとした場合の凝固を生じない初期融

液温度T0を表3に示す。T0はTm0が低いほど高くなるが、

鋳込み温度を T0より高くすると鋳型壁温度が融解点以

上になって凝固しなくなる。したがって、確実に凝固さ

せるには鋳込み温度を T0と Tf の中間に設定する必要が

ある。また、凝固する条件下での Schwarz 解（φ、β）

を同じく表 3に示し、固相成長過程を図 10に示す。鋳

型を半無限体としているため、Neumannモデルに比べ

て鋳型の熱吸収能が低下するので、凝固定数が著しく低

下し、固相成長は極端に遅くなっている。実際の鋳型は

有限の厚さであり、鋳型内の熱通過量は半無限体とする

場合より多くなるので、固相成長は Schwarz解より速く

なるが、Neumann解との中間程度になることが推定で

きる。
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Fig.10 Solid phase growth of pure materials by

Schwarz model.

Table 3  Calculating conditions on Schwarz model and calculated results for water, silver, zinc and lead.



3 直交一次元凝固過程（Neumann モデル）の

数値計算法

数値解析に当たっては、融液側の半無限領域を有限個

数の要素に分割する必要がある。本研究では、固相と液

相の界面に常に要素節点がある移動温度点法を用い、支

配偏微分方程式等を陽的有限差分近似して数値計算す

ることとする。移動温度点法の要素分割の考え方を図

11に示し、以下に差分化の方法や計算手順の概略を示

す。半無限領域を数値計算で扱うことは不可能なので、

十分な時間経過後も固相域が到達しないであろう計算

領域 S を仮定する。全計算領域をM個の要素に分割し、

その内、固相域はN個の要素に分割する。半無限体の鋳

型壁の温度点の番号を 1とし、固相と液相の界面の温度

点の番号をNとする。時間経過とともに固相が成長して

いっても、要素分割数に変化はないので、固相と液相の

それぞれの要素寸法ΔxS、ΔxLは時々刻々変化すること

になる（ΔxSは増大、ΔxLは減少していく）。N番目の温

度は常に凝固温度の Tfであり、温度勾配が不連続とな

る凝固界面の温度を計算する必要がないという、大きな

利点をこの方法は有している。

固相成長に伴い、温度点が移動していくことから、あ

る温度点のタイムステップΔt後の温度変化は、式£2に

よって計算される。

･･･£2

式£2の右辺第1項は時間のみの変化分で、右辺第2項は

固相と液相の界面が移動することによる変化分である。

式£2の関係から、固相域、液相域を支配する熱伝導方

程式はそれぞれ式£3、式£4のように書き換えられるが、

固相成長速度、すなわち凝固界面の移動速度と各温度点

の移動速度は異なることに注意する必要がある。

･･･£3

･･･£4

上式を差分式で中心差分法で離散化式に表すと、

･･･£5

･･･£6

となり、式¡7の離散化式（ここでは凝固界面近傍の 3節

点を用いて近似する）、

･･･£7

より、凝固界面の移動速度 dε( t )/dtは、

･･･£8

となる。したがって、式£8で求めたdε( t )/dtを式£5、£6

に代入することによって i 番目の要素のΔt後の温度

Ti
j+1が計算でき、凝固界面の位置ε( t +Δt )は、

･･･£9

で求めることができる。なお、陽的有限差分近似してい
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Fig.11 The moving temperature point method and

change of the width of element with time.



るので、

･･･¢0

を満たすように要素寸法とタイムステップを設定する

必要がある（最初から固定する必要はなく、時間経過と

ともに変化させていっても良い）。もちろん、計算の最

初に固相が存在している必要があり、固相厚さを別の方

法で求めておく必要がある。また、計算の初期はΔxSが

非常に小さくなるので（液相域が狭くなるとΔxLが非常

に狭くなってくる）、タイムステップは大きく取れない

という問題がある。

図12に計算の大まかな流れを、図13に解析解εthと数

値解εcalとの比較を水の場合について示す。時刻 t＝ 0

から 10s経過後を数値計算の初期値とし、初期固相厚さ

はNeumann解で与えた。また、固相域と液相域をそれ

ぞれ 50等分し、時間に関する繰り返し（計算の打ち切

り）は JTEND＝4800回とした。図 13から、数値解析に

よる固相厚さの方が解析解より厚くなり、時間経過とと

もにそれが増大していくことがわかる。いろいろな要素

分割数、分割法で計算しても同様の傾向が認められた。

本計算では、温度の位置変数による 2回微分項を 3点近

似により離散化しているが、計算精度を高めるために

は、4点以上の温度点を用いて離散化することが有効で

はある。しかし、時間経過とともにΔxSが増大してい

き、逆にΔxLが減少していくので、ある程度計算が進行

した段階で固相域、液相域の要素寸法が小さくなるよう

に要素分割数を見直す必要があろう。

4 おわりに

本報告では金属材料に対する興味付けと凝固現象の

理解を深めてもらうことを目的として、マクロな熱伝導

モデルによる凝固解析法を解説した。また、近年は微分

方程式も簡単にグラフ化できるソフトウェアも開発さ

れており、自らプログラムを作成して数値計算する機会

も減ってきている。ソフトウェアが利用者にとってブラ

ックボックスになりつつあり、結果を盲目的に信用せざ

るを得ない状況になることを懸念するものである。本稿

が少しでも役に立つようであれば筆者の望外の喜びで

ある。
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