
1. はじめに

あるグラフの生成問題とは、その与えられたグラフの

ある特別な性質を持つサブグラフすべてを見つけるこ

とである。生成問題のいくつかの種類は、グラフの各種

のクラスについて考察されてきた[1]－[11]。

グラフの独立頂点集合とは、頂点の集合で、その中の

どの頂点も互いに隣接していないものを言う。

頂点ｓとｔを持つ有向グラフ(digraph)を、st有向グラフ

とする。st有向グラフの st-separatorとは、消去すると

頂点ｓから頂点ｔまでの有向道がなくなってしまうよ

うな頂点集合のことを言う。現在、いろいろな意味で等

価なグラフが考えられている。一方、多喜等[8]は、グラ

フGのある構造の集合と、もう一方のグラフHの別の

構造の集合が、頂点集合の族として同一であることで等

価性を考えた。

本報告では、st有向グラフの頂点のうち、その中のど

の頂点も同一の st-path上に存在しないような頂点集合

を道独立頂点集合と定義し、st有向グラフの道独立頂点

集合に関する2つの定理と証明を示す。

第2章では、いくつかの用語と定義を説明し、第3章で、

ある無向グラフの極大独立頂点集合と等しい極大道独

立頂点集合を持つ acyclicな st有向グラフが存在する為

の必要十分条件は、その無向グラフがコンパラビリティ

グラフであることを証明する。第 4章で、st有向グラフ

の極小 st-separatorを求めるアルゴリズムを提示し、第

5章で、結論を述べている。

2. 用語と定義

ここでは、有向グラフをdigraphと呼び、無向グラフ

と区別、単にグラフといえば、両方に共通する場合をい

う。頂点ｕと頂点ｖとを結ぶ無向辺を（u,ｖ）と表す。頂

点ｕから頂点ｖとを結ぶ有向辺を（u→ｖ）と表す。グラ

フ Gについて、頂点集合および辺集合を、それぞれ、

V(G)、E(G)と表す。従って、グラフは、G＝ (V(G), E(G))

と表す。digraphにおいて、頂点と辺の並び (v1, e1, v2, e2,

････, ek, vk＋ 1) を有向歩道と言う。辺 eiの両端は頂点 vi

と頂点 vi＋ 1（ i＝ 1, 2, ･･･,ｋ）。有向歩道で、頂点

vi（ i＝ 1, 2, ･･･,ｋ）が全て異なるとき、有向道という。
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図2-1 推移的グラフとコンパラビリティグラフ



また、有向歩道で、最初と最後の頂点が同じで、他の頂

点が、全て異なるとき、有向閉路と言う｡

定義1 st有向グラフ：頂点ｓとｔを持つ有向グラフ

定義2 acyclicグラフ：有向閉路を持たないグラフ

定義 3 st-path：頂点ｓから頂点ｔへの有向道

定義4 推移的グラフ： digraph G＝(V(G), E(G))におい

て、（u→ｖ）と（ｖ→ｗ）の辺が存在するとき、

（u→ｗ）の辺が必ず存在するようなdigraph

G＝(V(G), E(G))。

定義5 コンパラビリティグラフ：無向グラフ

G＝(V(G), E(G))の各辺に向きを与えて、有向グラ

フにするとき、その有向グラフを推移的グラフ

にすることが可能な無向グラフG＝(V(G), E(G))。

定義 6 独立頂点集合：グラフの頂点集合の部分頂点集

合で、どの2頂点も辺で結ばれていないもの。

定義 7 極大独立頂点集合：独立頂点集合であって、他

のいかなる独立頂点集合も真部分集合として持

たない頂点集合。無向グラフG＝(V(G), E(G))につ

いて、MIS(G)≡｛S|Sは Gの極大独立頂点集合｝

とする。

定義 8 道独立頂点集合： st有向グラフの頂点のうち、

その中のどの２頂点も st-path上に存在しないよ

うな頂点集合。

定義 9 極大道独立頂点集合（MPI, maximal path inde-

pendent）：道独立頂点集合であって、他のいか

なる道独立頂点集合も真部分集合として持たな

い頂点集合。st有向グラフH=(V(H), E(H))につい

て、MPI(H) ≡{S|SはHの道極大独立頂点集合}と

する

定義10 短絡辺：（u→ｗ）に対して（u→ｖ）と（ｖ→ｗ）

の辺が存在するとき、（u→ｗ）は短絡辺であると

いう。

定義 11 st独立path：頂点ｓから頂点ｔへの有向path

のうち、合流、分岐を全くしない path。すなわ

ち、その中の他のどの st-pathとも頂点または辺

を共有しないような st-path。

定義12 st-separator： st有向グラフにおいて、消去す

ると頂点ｓから頂点ｔへの有向 pathが無くなっ

てしまうような頂点集合。

定義 13 極小 st-separator（Minimal st-separator）：

st-separatorであって、そのいかなる真部分集合

も st-separatorとならない st-separator。

定義14 最小 st-separator： st-separatorのうち、要素

数が最小のもの。

3．st有向グラフとコンパラビリティグラフの関係

グラフGが、コンパラビリティグラフならば、Gは推

移的に向き付けが可能である｡Gの推移的向き付けをし

たグラフをG’とする。グラフG’の短絡辺を全て消去し

て、入ってくる辺のない全ての頂点に頂点ｓから有向辺

を付け加え、出て行く辺のない全ての頂点から、頂点ｔ

に有向辺を付け加えたグラフをG’’とする (図2-2)。

系１：MPI(G’’)⊇MIS(G)

グラフGにおいて独立である２頂点 a、頂点 bは、グ

ラフG’において、頂点 aから頂点ｂへ到達可能でな

い、かつ、頂点ｂから頂点aへ到達可能でない。よっ

て、グラフG’’においても頂点 aから頂点ｂへ到達可

能でない、かつ、頂点ｂから頂点aへ到達可能でない。

以上より、

グラフGにおいて独立である任意の 2頂点は、グラフ

G’’の頂点 sから頂点ｔへの同一の path上には存在しな

い。すなわち、MIS(G)の任意の元は、グラフG’’におい

て道独立である｡

さらに、MIS(G)の任意の元を I1、グラフGの頂点で

I1に属さない任意の頂点をｃとする。グラフGにおい

て、頂点ｃは I1内に頂点ｃと独立でない頂点が少なく

とも１つ存在する。その頂点をｄとすると、グラフG’に

おいて、頂点ｃから頂点ｄに有向辺が存在する、また

は、頂点ｄから頂点ｃに有向辺が存在する。

よって、グラフG’’において頂点ｃから頂点ｄに到達

可能である、または、頂点ｄから頂点ｃに到達可能であ

る。ここで、グラフG’’は、グラフG’の短絡辺を消去し

て頂点 sと頂点ｔを加えたグラフなので、グラフG’の任

意の頂点から到達可能な頂点は、グラフG’’の到達可能

な頂点と頂点ｓ、頂点ｔを除いて同じである｡
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図2-2 グラフGと推移的グラフG’とG’から作られた st

グラフG’’



よって、グラフG’’において頂点ｃと頂点dを両方通

過する st-pathが存在する｡このことは、任意の I1、およ

び、任意の頂点ｃに対して成り立つので、MPI(G’’)⊇

MIS(G)。■

系２：MPI(G'')⊆MIS(G)

グラフG’’で同一の st-path上に存在しないような任意

の２頂点 a、ｂにおいて、

グラフG’’で頂点 aから頂点ｂへ到達可能でない、か

つ、頂点ｂから頂点aへ到達可能でない。

よって、グラフG’で頂点aから頂点ｂへ到達可能でな

い、かつ、頂点ｂから頂点aへ到達可能でない。

よって、グラフGで２頂点a、ｂは独立である。すな

わち、

MPI(G’’)の任意の元は、グラフGにおいて独立な頂点

集合である｡

さらに、MPI(G’’)の任意の元を、MPI1、MPI2に属さ

ないグラフG’’の任意の頂点 eとする。グラフG’’におい

て頂点 eは、MPI1内に少なくとも１つは同一の st-path

上に存在する頂点を持つ｡この頂点の任意の１つを fと

すると、

グラフ G’’において頂点 eから頂点 fに到達可能であ

る、または、頂点 fから頂点 eに到達可能である。

よって、グラフG’において、頂点 eから頂点 fに有向辺

が存在する、または、頂点 fから頂点 eに有向辺が存在

する。

よって、グラフGにおいて、頂点 e、f間に有向辺が存

在する。すなわち、

グラフGにおいて、頂点 e、fは独立でない｡このこと

は、任意の頂点 e、及び、任意の頂点 fに対して成り立

つので、MPI(G'')⊆MIS(G)。■

よって、系１および系２より、次の補題１が得られる｡

補題１：Gがコンパラビリティグラフなら、Gの極大

頂点集合と等しい極大道頂点集合を持つ acyclicな st有

向グラフが存在する｡

st有向グラフHが、acyclicな有限グラフであるので、

有限長の st-pathを有限個もっている。

それらの全ての st-pathに対して、頂点 sから頂点ｔま

で通過する順番に番号を付け（s→ 1→ 2→･･･→n→ t）

を行う。

頂点ｓ、ｔを除いたグラフHの全ての頂点はグラフG

と対応しているので、グラフGの頂点も同様に、1, 2,

･･･, nの番号をつける。

MPI(H)の各元はグラフHにおいて、1, 2, ･･･, nと番

号付けられた頂点のどの任意の 2頂点も同時に含むこと

はない。

系３：MPI(H)＝MIS(G)ならば、グラフGは向き付け

可能である｡

MPI(H)＝MIS(G)より、グラフGにおいて 1, 2, ･･･, n

と番号付けられた頂点のどの任意の 2頂点間にも無向辺

が存在する。これらの辺に対してそれぞれの辺の両端点

につけられた番号が小さい方の頂点から大きい方の頂

点に向かって向きを付けると、推移性を満たす向き付け

ができる(関係　＜　は、全ての正の整数に対して推移

性を満たす)。

グラフHの2本以上の異なる st-pathが通る2頂点a, b

に対して以下の条件を満たす異なる 2本の st-path：p1,

p2が存在すると仮定する。

p1上の頂点の番号付けの操作において、

（頂点aに付けられた番号）＜(頂点bに付けられた番号）

p2上の頂点の番号付けの操作において、

（頂点aに付けられた番号)＞(頂点bに付けられた番号）

このとき、グラフHは頂点aから頂点bへのpathを持

つ、かつ、グラフHは頂点 bから頂点 aへの pathを持

つ。よって、グラフHは有向閉路を持つことになり、グ

ラフHが acyclicであることと矛盾する。以上より、グ

ラフGの全ての辺に推移性を満たすように向き付けが

可能である。■

系３より、次の補題 2が得られる。

補題２：無向グラフ Gの極大頂点集合と等しい極大

道頂点集合を持つ acyclicな st有向グラフが存在したと

き、Gはコンパラビリティグラフである｡

以上より、補題 1 と補題 2から、次の定理が得られる｡

定理１：ある無向グラフGの極大頂点集合と等しい

極大道頂点集合を持つ acyclicな st有向グラフが存在す

るための必要十分条件は、Gがコンパラビリティグラフ

である｡

4．st有向グラフのst-separator

ここでは、st有向グラフの頂点vi（ i＝1, 2, ･･･, ｋ）に

ついて、頂点viを通過する st-pathの数を、st-path次数

ρ(vi)とする。

st有向グラフの頂点viを取り除くことは，st有向グラ

フからρ(vi)本の st-pathを切断することと同じである。

従って、ｓとｔの分離が可能となる。これは、その、頂

点を除く事と、ｓからｔへの st-pathを除くことと同じ

であるから、残りの st-pathについて、同様の操作を繰

り返せば、st-pathの数は有限であるから、ｓからｔへ

の st-pathがすべて切断されることになる。この除かれ

た頂点の集合が、st-separatorとなる。

ただし、sの隣接頂点集合及び tの隣接頂点集合は
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st-separatorである事は自明である。

st-separator生成過程：

いま、st有向グラフに、p本の st-pathがあり、このと

きの st-path次数の最大値をMaxρ(vi1)＝α1とする。（た

だし、α1を持つ頂点は1個とは限らない。いくつかのα1

を持つ頂点のうちのどれか 1個を頂点 vi1とし、以下同

様に）この頂点 vi1を除けば、α1本の st-pathが除かれ

る。残り、（p－α1）本の st-pathについても、st-path次

数の最大値をMaxρ(vi2)＝α2とすると、この頂点 vi2を

除けば、α2本の st-pathが除かれる。以下、残りの st-

pathについて、同様の操作、st-path次数の最大値を

Maxρ(vij)＝αj ( j＝1, 2, ･･･n )を繰り返せば、st-pathの

数は有限であるから、sから tへの st-pathがすべて除か

れることになる。これらの除かれた頂点の集合が、st-

separatorとなる。■

ところで、αj ( j＝ 1, 2, ･･･n )については、上記生成過

程の各操作での最大値であるから、そのときの頂点 vij

の除去により、最大数の st-pathが切断される。すなわ

ち、このときの頂点vijが st-pathを切断する頂点でもあ

る。よって、各操作における、最大 st-path次数頂点 1

個を取り除くことは、その時点での最大数の st-pathを

取り除くことであるから、この操作を続けることは、最

少の頂点数の除去により、αj 本ずつの st-pathを除かれ

たことになる。各操作での最大 st-path次数を持つ頂点

の選び方により、取り除かれる st-pathが、違うが、得

られた st-separatorは、ユニークである。すなわち、こ

れらの頂点集合が、極小 st-separatorである。次の系が

得られる。

系４： st-path次数の最大値を持つ頂点は、極小 st-

separatorの要素である。

ところで、st有向グラフには、同じ値の st-path次数

の最大値を持つ頂点が複数個ある場合がある｡

今、これらを vi、v jとする。 そして、vi∈st-pathPl、

vi∈st-pathPm、vi∈st-pathPn、また、v j∈st-pathPk、v j

∈ st-pathPl、vj∈st-pathPmとする｡すなわち、st-pathPl、

st-pathPmには（vi、vj）の2個、そして、st-pathPk、には

v jを 1個とすると、v jは、st-pathPk、st-pathPlと st-

pathPmとの頂点。また、viは st-pathPlとの st-pathPmと

の頂点であるが、この頂点viを取り除いても、st-pathPk

は頂点viにより、sと tに分離されないが、頂点v jを取

り除くと、st-pathPlと st-pathPk、および st-pathPmは頂

点v jにより、sと tに分離される（図2-3、2-4、2-5）。こ

の場合、頂点v jを、st-pathの切断点とよぶ。よって、

系 5：同じ st-path次数の最大値を持つ頂点が存在す

る場合、そのような頂点を 1つだけ持つ st-path上のそ

の頂点が、極小 st-separatorの要素である。

上記の過程における、各要素 viが、st-path次数の最

大値を持つ頂点であることから、極小 st-separatorの要

素viについて考えれば、viを除くことにより、ρ(vi)本

の st-pathが切断されることである。すなわち、最小の

要素数により、全ての st-pathが sと tに分離される。

系6：極小 st-separatorの要素は、st-separator生成過

程の各操作での st-path次数の最大値を持つ頂点である。

今、上記の過程により得られた st-separatorが極小

st-separatorでないとすると、この st-separatorの中に、

真部分集合として、st-separatorを持つ。すなわち、こ

の真部分集合以外に、st-separatorとしての頂点がある

ことになる。ところで、st有向グラフの st-pathの数は

有限であるから、生成過程での各操作で得られた頂点

は、st-path次数の最大値を持つ頂点であるので、ｓか
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図2-4 頂点vi除去後の st-pathとの位置関係 図2-5 頂点vj除去後の st-pathとの位置関係

図2-3 頂点vi 、vjと、st-pathとの位置関係



らｔへの st-pathを余すことなく、すべて切断したこと

になる。すなわち、この真部分集合以外に、st-separa-

torとしての頂点があることに矛盾することになる■

以上、系4から系6より、次の定理が得られる。

定理２：（最大 st-path 次数－極小 st-separator定理）

st-path次数の最大値を持つ頂点は、極小 st-separator

の要素である。

以上をもとに、実際のアルゴリズムを記述する。ここ

では、st-path行列S＝[sij]を定義する｡

st-path行列S＝[sij]：行に st-pathを､列に頂点を対応さ

せ、st-path上に該当する頂点があれば 1を､なければ 0

を要素とする行列。

st-path行列の列の和が、その列の頂点を通過する st-

pathの数を表す。頂点vの st-path次数ρ(v)である。

Algorithm

入力　st-path行列＝S

出力　極小st-separator＝st-spt(＊) 

Sの列和最大頂点をvm、Sの列和最大頂点を含む st-path

を除いた行列＝Sm、

Start

1：S

vm ←　

Store st-spt() ←　vm

S ←　Sm

If（S＝0）then end

Go 1

End

5．結　論

st有向グラフの道独立頂点集合に関する２つの定理

を提示し、その正当性を証明した。すなわち、（１）ある

無向グラフ Gの極大頂点集合と等しい極大道頂点集合

を持つ acyclicな st有向グラフが存在するための必要十

分条件は、Gがコンパラビリティグラフである｡

（２）。最大 st-path 次数―極小 st-separator定理を導き、

それをもとに、実際のアルゴリズムを提案した。

なお、これの応用としては、教育学習における、カリ

キュラム上の必修科目の決定等が考えられる｡

また、極小 st-separatorを用いて、次回は、さらに、

最小 st-separatorを求めることを提案する｡
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